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第 5章  凝 固 题 解 

1. 估计 1cm3的铜在熔点温度含 10个原子和 60个原子的原子团数目。液态下铜原子体积为
1.6×10-29 m3，σSL为 0.177J⋅m-2，Tm=1356K。 

解：根据 n n
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先求 10个原子及 60个原子集团的能量∆Gi。原子集团的体积 V=N×Ω，N是原子数，Ω是
原子体积。设集团是球状，半径为 r。则 
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在熔点产生 10个原子及 60个原子集团的能量变化为 
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在 1cm3中 10个原子及 60个原子集团数 
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2. 镍的平衡熔点为 1728K，固相的 VS=6.6cm3/mol，液/固相界面能γ=2.25×10-5J⋅cm-2 ，如球

形粒子半径是 1cm、1µm、0.01µm时，熔点各降低多少?设∆H=18066J/mol。 

解：熔点与曲率半径的关系为T T V T
Hm= −

2κ γS m

m∆
 

现讨论的是球体，曲率半径就是球体半径 r。把各不同半径数据代入得 
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3. 镍在获得过冷度为平衡熔点(K)的 0.18倍时均匀形核，问在大气压下的平衡熔点温度下能
均匀形核所要求的压力多大?凝固的体积变化为∆V=−0.26cm3 /mol。 
解：题给出  ∆T K= × =018 1728 311.  
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把数据代入。得 
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∆p =
×

× ×
×−

18066 311
1728 0 26 10 6.

Pa = 1.25 10 Pa10  

 
4. 为什么 rmax会随过冷度∆T而变? 
解：由 i个原子组成的原子团的概率为 exp(−∆Gi/kT)，随着原子团尺寸的增加，出现该尺
寸原子团的概率会急剧降低。从仪器可观察到的角度看，每个温度都存在一个原子团尺

寸，大于这个尺寸的原子团实际存在概率已小到难以观察到，这个尺寸定义为 rmax。如果

定义原子团出现的某一概率的尺寸为 rmax，即定义 ni=exp(−∆Gi/kT)等于某一常数时对应的
原子团尺寸为 rmax。当温度降低（即过冷度加大）到某一温度时，∆Gi/kT 的分子和分母都
减小，但是∆Gi减小得更激烈，所以∆Gi/kT 的总体是减小的，结果使 ni增大。在保持 ni

一定时，可以适当地提高∆Gi的值，即 rmax可以增大，故 rmax随温度降低而增加。 
 

5. 证明无论对非均匀形核和均匀形核下式均成立：∆ ∆G V G* *=
1
2 V  

解：不论均匀形核或非均匀形核的临界核心形成功∆G*都等于 1/3临界核心的总表面能，
故 

∆ ∆G V G∗ ∗= +V 临界核心的总表面能 = +∗ ∗V G3∆ ，所以 

∆ ∆G V G∗ ∗= −
1
2 V  

 
6. 讨论铸模壁的裂缝在表面的张角在非均匀形核中的作用。裂缝在表面张口宽度如何影响
非均匀形核? 
解：看一个半角为α的圆锥形裂缝，如图所示，θ晶体与模壁件的浸润角。晶核的形状由α
和θ决定。根据上题的解可知，在给定过冷度下，均匀形核与非均匀形核的临界核心形成
功之比等于临界核心体积之比： 
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从图可以看出，形状因子 B 随α减小而减小。在
α=90°−θ时得到平直的固/液界面，即 r→∞，对应非
常小的（可忽略的）核心体积，所以 B→0，此时
没有形核势垒。一旦核心形成后核心可以一直长大

直至到达圆锥裂缝的棱边。进一步向液相中长大则要求固/液界面半径能越过其最小半径
（圆锥的最大半径 R）。这时晶体的曲率半径 r 与 R 相同，与曲率半径为 R 所对应的过
冷∆T为 

R T
H T

=
2γ m

m∆ ∆
  即要求过冷为 
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裂缝张口越大，进一步长大要求的过冷越小。 
要求的过冷度为  

当α≤90°−θ时，固/液界面维持负的曲率，它在熔点
以上保持稳定。 
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7. 金的 Tm=1336K，γSL=0.132，γLV=1.128，γSV=1.400J⋅m-2，其中下标 S、L分别表示固相和
液相，V表示气相。说明金可在 Tm以下熔化。（熔化潜热为 1.2×109J⋅m-3）。 
解：因为γ γ γSL LV SV+ < ，在溶化早期阶段自由能是降低的，所以在固相表面有一层液相

出现。开始时，在单位体积系统中的自由能为 GI，如下左图所示。假设在单位厚度的表

面上形成一层很薄的厚度为δ的液相膜，忽略固、液向的摩尔体积差别，固相厚度变为
(1−δ)，系统的自由能为 GII，如下右图所示。出现液层后的自由能变化∆G 

∆
∆ ∆

∆G G G G G H T
T

= − = − + + − = +II I
L S

LV SL SV
m

m

δ γ γ γ δ γ( )  

式中∆γ γ γ γ= + −LV SL SV  

注意到当δ→0 时，∆G→0，这意味着∆γ→0，即γ γ γLV SL SV+ → ，这是固/液和气/液界面

靠近到原子尺度后它们的交互作用的结果。液层厚度在某一个最优厚度δ0 对应的自由能

最低，然后按上面式子呈线性变化。δ0的大小但很难计算这个数值，可能是几个原子厚。

当∆G=0时对应最大的液层厚度δmax，即 

δ
γ
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∆

∆ ∆
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若δmax=10nm，则可以有过冷度∆T为 

  ∆
∆

∆
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即在熔点以下 15.6K 就可以溶化。若

δmax=10mm，则过冷度为∆T=1.56×10−5K。 
 

8. 证明熔化熵∆S=4R（R为气体普适常数）时固液界面以粗糙界面最稳定，设ξ=0.5。 
解：因α≤2会产生非光滑界面，而∆Sm=∆Hm/Tm，所以 

α ξ ξ= =
∆ ∆H
RT

S
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m

m

m  

时会产生非光滑界面，又知ξ=0.5，所以 

∆S R R Rm = = =
α
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2
05

4
.

 

时，非光滑的粗造界面最稳定。 
 

9. 式(5-25)中的晶体学因子ξ=η/ν，η为表面层最近邻原子数，ν为固体内部原子的最近邻
原子数。界面指数越高，η/ν越小。对面心立方金属，η/ν最大为 0.5，如何用熔化熵
判别液固界面的类型。 
解：题意同上。α≤2时界面是非光滑的，即∆Sm≤4R时界面是非光滑的。 

 
10.一个铝锭厚 25cm，在无过冷的情况下注入砂模。假设模/金属间的热阻和固态金属/液态
金属间的热阻可以忽略不计。 
a)若砂模很薄（设 3cm），砂模外侧温度保持 300K，砂模很快建立平稳态传热，问多长
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时间这个锭可以完成凝固。 
b)若砂模很厚，凝固只靠砂模导热进行。问多长时间这个锭可以完成凝固。铝的熔点
Tm=933K，熔化潜热∆H=3.97×105J/kg，铝的密度 ρm=2.7×10-3kg/cm3，砂型的比热

cpm=1.13×103J/kg⋅K，砂型的热导率κm=6.06×10-3W/cm⋅K，密度为 1.58g/cm3。 
解：a)砂模的导热是控制因素，并且导热很快，液相和固相温度都近似为熔点 Tm，其温

度分布如图所示。因为是稳态，所以在砂模中的温度是线性分布，模壁的浓度梯度为

(Tm−T0)/δ，δ为砂模厚度，T0是砂模外壁的温度。经 t 时间凝固后，单位面积砂模导出的
热量为 

Q k T
x

t k
T T

tm= − = −
−d

d
0

δ
 

凝固终了在单位面积应导出的热量Q为（设两边导热） 

Q H= × × × ⋅∆ 1 25
2
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上两式相等，得 
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b)砂模很厚，凝固只靠砂模导热进行，砂模的温度分布如图所示，它符合热传到方程的误
差函数解。在砂模温度分布为 

T T T T x
at

= − −m m erf( ) ( )0 2
 

热由模/固界面散出被模子吸收。在 t∼dt 时刻内通过模/
固导出的热 q(t)dt为 
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d
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x

T T
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0

π
 

从 0∼t时间内，共散出的热 Q为 
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完全凝固要求散出的热为（两边散热）∆H × ×ρ m J25 2/ ，故 
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假设摸凝固时间为 7.61×104s时壁温度降为 310K处的距离为 l，如果上面分析能成立，模
壁的厚度不能小于 l，l值的估算如下：根据温度分布式子，有 

933 310
933 300

0 984
2

−
−

= =. ( )e x
at

rf  

用误差函数表查得 x at2 171= . ，计算得 a=1.98×10-3，故摸壁不能小于 

l > × × × × × =−171 2 198 10 7 61 10 423 4. . . cm  
这个厚度比锭子的厚度大得多，不大符合实际。 
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11.铝在钢模中超高速冷却，钢模保持 300K，钢模/金属间的界面热阻为 0.24cm2K⋅W-1
，

κAl=2.2W⋅cm-1⋅K-1
。假定传热为界面控制（即牛顿冷却），问液/固界面推移速度是多大?

这种情况能否符合原假设的界面控制传热?（可采用上题的数据） 
解：根据牛顿冷却的方程，液/固界面推移速度是 

d
d

cm s 1s
t

h T T
H

m=
−

=
−

× × × ×
= ⋅−

−( )
. . .

.0
3 5

933 300
0 24 2 7 10 397 10

2 46
ρ∆

 

验算 Biot数： 

boit = hx
k

h
k

V
SL L

=  

其中V和S是熔体的体积和面积，取单位高度锭子来分析，它们分别等于252cm3和25/4cm2

（四面散热），故 

boit = h
k

V
SL

=
× ×

= >
25

0 24 2 2 4
1184 01

. .
. .  

不符合牛顿冷却条件。 
 

12.画出 k0 >1时和图 5-31对应的 a、b、c、d各线。 
相图如左下图所示。C0成分的熔体，凝固后的浓度分布如右下图所示。其中 a线是在固、
液相中完全扩散、b 线是液相中完全混合、c 是在液相中仅有溶质扩散、d 线是液相中溶
质部分混合的情况。 

 
13.Al-Cu 相图可简化为：Tm(Al)=660°C，共晶温度 TE=546°C，铜在铝中的最大溶解度

w(Cu)=5.65%，共晶成分w(Cu)=33%，固、液相线均为直线。液相中铜的扩散系数DL =3×10-9 

m2⋅s-1，设合金在无对流的条件下凝固，液/固界面是平面的，界面推移速度为 5µm⋅s-1 
a)w(Cu)=0.5%的 Al-Cu合金在平稳态下凝固时界面温度是什么?扩散层（即溶质富集的特
征距离）厚度是多大?为了保持平面界面，根据组分过冷判据估算液相温度梯度应为多大。 
b)如合金成分为 w(Cu)=2%，和前面的条
件相同，回答 a)中的各个问题。 
c)如合金成分为 w(Cu)=2%，固相无扩散，
液相充分混合，画出凝固后固相的成分

分布，在固相百分比是多少时出现共晶

组织？ 
解：计算液相斜率 mL、k0 

m wL = −
−

= ⋅ −660 546
33

3454 1. ( ( )%)K Cu         
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k
C
C

S

L
0

5 65
33

0171= = =
. .  

a) w(Cu)=0.5%合金在平稳态下凝固时界面温度 TL应是相应的固相线温度 
T T m C kL L= −

= − =
m

o C

( )

. ( . . )
0 0

660 3454 05 0171 650
 

扩散层厚度δ为 

δ = =
×
×

= ×
−

−
−D

R
L 3 10

5 10
6 10

9

6
4 m  

为了保持平面界面，根据组分过冷判据，液相温度梯度应为 

G R
m C

D
k

kL
L

L

≥
−

= ×
×

×
−

= × ⋅−
−

−0 0

0

6
9

41 5 10 3454 0 5
3 10

1 0171
0171

139 10. . .
.

. o 1C m  

b)按 a)的计算方法，成分为 w(Cu)=2%的合金在平稳态下凝固时界面温度 TL应是相应的固

相线温度 
T T m C kL L= −

= − =
m

o C

( )

. ( . )
0 0

660 3454 2 0171 620
 

扩散层厚度δ为和 a)的相同，等于 6×10-4m。 
为了保持平面界面，根据组分过冷判据，液相温度梯度应为 

G R
m C

D
k

kL
L

L

≥
−

= ×
×

×
−

= × ⋅−
−

−0 0

0

6
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558 10. .
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. o 1C m  

c)成分为 w(Cu)=2%的合金在固相无扩散，液相充分混合的情况下，当凝固固相的成分达
5.65%时，液相便全部共晶结晶，根据 Scheil方程 

C C k f fS L
k

L= = × ×− −
0 0

1 1 1 0 171 10 2 0171( ) ( . ). ( )  

f L =
×

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−5 65

2 0171
0 0991

0 829.
.

.
.

     即共晶量为 9.91% 

固相成分 
C C k f f fS S

k
S S= − = × − = −− − −

0 0
1 1 1 206 1 2061 2 0171 1 0 342 10( ) . ( ) . ( )( ) . .  

根据上式计算 
fS 0.00 0.02 0.04 0.06 0.1 0.2 0.3 
CS 0.34 0.35 0.36 0.368 0.39 0.45 0.53
fS 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.85 0.901 
CS 0.63 0.79 1.03 1.46 2.38 3.37 5.60

下图是凝固后固相的成分分布。 

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

w
(C

u)
%

fS  
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14.根据界面稳定性的普遍判别式，w(Cu)=0.5%的 Al-Cu 合金界面推移速度为 5µm/s，为了
保持平面界面，估算液相温度梯度应为多大?若界面绝对稳定时，界面推移速度应多大？
(设固体热导率为液体的一半，γ=5×10-6J/cm2，其它需要的数据可从上面各题找出)。 
解：界面稳定的普遍判据为 

( )
ξ

κ κ
κ κ

S L

L

L

L

L

L

+ −
≤ +

2
1

2
0 0

0

m C k
k D

G
R

H∆  

现求 A0 

A k T
m G H

R
D0

0
2

=
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟m

L C L
2

γ
∆

 

其中 GC为 

G k C R
k DC

L

( )
= −

−1 0 0

0

 

代入 A0式子得 

A k T R
k C D m HL m

0
0
2

0 0

2 6 2

9 3 5

7

1
0171 933 5 10 5 10

1 0171 0 5 3 10 3454 2 7 10 395 10
148 10

=
−

=
× × × × ×

− × × × × × × × ×

= ×

− −

−

−

m

L

γ
ρ( )

( . )
( . ) . . . .

.

∆  

查 A0∼ξ图，得ξ→1。故稳定判据为（因 ( ) .k k kS L L+ = 15 2） 

( )G
R

m C k
k D

HL S L

L

L

L L

K m

≥
+ −

−

=
× × − × ×

× ×
−

× × × × ×
× ×

≈ × ⋅

−

−

−

ξ
κ κ

κ κ2
1

2

15
4

3454 05 1 0171 5 10
0171 3 10

397 10 2 7 10 5 10
2 4 4 10

5 23 10

0 0

0
6

9

5 3 6

2

3

∆

. . . ( . )
.

. .
.

.

 

若是绝对稳定，A0≥1，要求长大速度 R为 

R
k C D H m

k T
L

m

≥
−

=
− × × × × × × × ×

× × ×

= ⋅

−

−

( ) ( . ) . . . .
( . )

.

1 1 0171 0 5 3 10 395 10 2 7 10 3454
0171 933 5 10

337

0 0

0
2

9 5 3

2 2

1

∆ ρ
γ

m L

m s

 

 
15.如果界面前沿温度梯度很低，碳在δ铁中扩散很快（能完成包晶反应），画出 w(C)=0.25%
的 Fe-C凝固界面附近的组织示意图。若温度梯度很大，界面是稳定的，设所有液、固相
线都是直线，忽略固相中的扩散，并且液相完全均匀混合，画出组织分布图，并定量地

说明各种组织的相对量。 
解：w(C)=0.25%的 Fe-C凝固界面附近的组织示意图如下 

若界面是稳定的，设所有液、固相线都是直线，忽略固相中的扩散，并且液相完全均匀

混合，在δ相结晶时，当边界上δ相成分达到上图的 b 点（w(C)=0.09%），这时液相成
分为上图的 d点（w(C)=0.5%），液相就结晶出γ相。γ相结晶一直到其成分为 w(C)=2.11%，
液相成分为 w(C)=4.3%，液相发生共晶转变。 
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根据 Scheil方程C C k fS L
k= −

0 0
10 ，δ/L间的平阳个分配系数为 k0=0.09/0.5=0.18，故δ相的

量 fα为 

f
C

C k
s

k
α

δ

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

×
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
− −

1 1 0 09
0 25 018

0 57
0 0

1 1 1 0 18 10( ) ( . ).
. .

.  

余下液相量为 0.43。在这部分液相中，结晶出γ相的量(fγ)′为（γ/L 间的平阳个分配系数
为(k0)′=2.11/4.3=0.49) 

( )'
' ( )'

.
. .

.
[ ( )'] ( . )

f C
C k

s

k
γ

γ

= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

×
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
− −

1 1 211
0 5 0 49

0 985
0 0

1 1 1 0 49 10

 

γ相占总体的量 fγ应为： f fγ γ= × = × =0 43 0 43 0 985 0 424. ( )' . . . ，

最后结晶的共晶量 f 共晶=1−(0.57+0.424)=0.006。沿棒长的组织分
布如右图所示。 
 

16.图 5-71 为 Pb-Bi 二元相图，w(Bi)=20%合金定向凝固，设固相无扩散，液相完全混合，
求共晶体的量。 
解：把固、液相线近似看作是直线，根据相

图，Pb/L间的分配系数 k0=13.8/35.8 =0.665；
而β/L 间的分配系数应先求固液相线的交点
的成分，作图得交点成分 w(Bi)=21.9%，所
以 k′0=(41.821.9)/(56.1-21.9) =0.58。根据
Scheil方程C C k fS L

k= −
0 0

10 ，Pb固溶体的量 fPb

为 

f
C

C k
s

k
Pb

Pb

Pb= −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

= −
×

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

−

−

1

1 238
20 0 665

0 824

0 0

1 1

1 0 665 1

0( )

( . ).
.

.

 

余下液相量为 0.176。在这部分液相中，结晶出β相的量(fβ)′为 

( )' '
' ( )'

. .
( . . ) .

.
[ ( )'] ( . )

f C
C k

k
β

β

= −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

−
− ×

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

− −

1 1 418 219
358 219 0 745

0 884
0 0

1 1 1 0 58 10

 

β相占总体的量 fβ应为： f fβ β= × = × =0 43 0176 0 884 0155. ( )' . . .  

最后结晶的共晶量 f 共晶=1−(0.824+0.155)=0.021 
 

17.如片层状和棒状共晶两相的中心间距相等，并且两种形貌的共晶中的比界面能相等。证
明存在一个相体积百分数的临界值，大于这个临界值则形成棒状组织，否则为片层状组

织。 
解：两种共晶的形貌示意图如右图

所示。 
对于片层共晶，单位体积共晶中总

界面积为 2/λ，对于棒状共晶，设棒
为单位长度，直径为 d。在图中的
四 边 性 面 积 为

A=λ2sin60°= 3 22λ 。每这样的面积

 

 

 



 5-9

含一根β相棒，界面积是πd。这样，单位体积共晶中相界面积为 2
32

π
λ

d
。若使棒状共晶小

界面积小于片层状的，则 

2
3

2
2

π
λ λ

d
<     即  d

λ π
<

3  

d取决与β相的体积分数 f d
β

π
λ

=
2

22 3
，即 d

f
=

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟λ

π
β 2 3

1 2

 

把 d代入上面的不等式，得 

fβ

π π
2 3 3

1 2
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ <     即  fβ π

< =
3

2
0 276.  

若 fβ<0.276 则棒状共晶的总界面积比片层状共晶的小，在界面能相同的情况下，系统的
总界面能低，从而倾向于以棒状共晶存在；若 fβ<0.276则倾向于以片层状共晶存在。 

 
18.含硅的低合金钢锭，存在枝晶偏析，枝晶臂距是 500µm。在 1200°C下扩散退火，问偏析
振幅减小到原来的 10%，应保温多长时间?设 1200°C 下碳在奥氏体的扩散系数是
2.23×10-6cm-2

⋅s-1
，硅的扩散系数是 7.03×10-11 cm2

⋅s-1
。 

解：存在枝晶偏析，浓度以枝晶臂间距为周期分布，周期 2l就是 500µm=0.05cm。根据扩
散方程的三角技术解可知，浓度振幅按衰减因子衰减，即 

C C C x
l

Dt
l

= + −0

2

2sin exp( )π π  

先衰减为原来的 1/10，即 exp( ) .− =π 2 2 01Dt l ，故 

对于 C元素   t l
D

= = −
× ×

=−

2

2

2

2 601 0 025
2 23 10

01 653
π π

ln . ( . )
.

ln . . . s  

对于 Si元素   t l
D

= = −
× ×

= ×−

2

2

2

2 11
601 0 025

7 03 10
01 2 07 10

π π
ln . ( . )

.
ln . . s  

Si的均匀化速度比 C的慢得多。 


