
习题
1111以刚性原子球堆积模型，计算以下各结构的致密度分别为：

（1）简立方，;（2）体心立方,
6

π
;

8

3
π

（3）面心立方，（4）六角密积，;
6

2
π;

6

2
π

（5）金刚石结构，;
16

3
π

[解答]

设想晶体是由刚性原子球堆积而成，一个晶胞中刚性原子球占据的体积与晶胞体

积的比值称为结构的致密度，

设n为一个晶胞中的刚性原子球数,r表示刚性原子球半径，V表示晶胞体

积，则致密度=ρ
V

rn3

3

4
π

（1）对简立方晶体，任一个原子有6个最近邻，若原子以刚性球堆积，

如图1.2所示，中心在1，2，3，4处的原子球将依次相切，因为

,,433aVra==

面1.2简立方晶胞

晶胞内包含1个原子，所以

=ρ
6

)(
3

3

23

4
ππ
=
a

a

（2）对体心立方晶体，任一个原子有8个最近邻，若原子刚性球堆积，如

图1.3所示，体心位置O的原子8个角顶位置的原子球相切，因为晶胞空间对角

线的长度为晶胞内包含2个原子，所以,,433aVra==

=ρπ
π

8

3)(*2
3

3

4

3

3

4

=
a

a



图1.3体心立方晶胞

（3）对面心立方晶体，任一个原子有12个最近邻，若原子以刚性球堆积，

如图1.4所示，中心位于角顶的原子与相邻的3个面心原子球相切，因为

，1个晶胞内包含4个原子，所以3,42aVra==

=.ρ
6

2)(*4
3

3

4

2

3

4
ππ
=
a

a

图1.4面心立方晶胞

（4）对六角密积结构，任一个原子有12个最近邻，若原子以刚性球堆积，

如图1。5所示，中心在1的原子与中心在2，3，4的原子相切，中心在5的原

子与中心在6，7，8的原子相切，

图1.5六角晶胞图1.6正四面体

晶胞内的原子O与中心在1，3，4，5，7，8处的原子相切，即O点与中心

在5，7，8处的原子分布在正四面体的四个顶上，因为四面体的高

h=
2

23
2

3
2
c
ra==

晶胞体积V=,22

2

3
60sincaca=
�

一个晶胞内包含两个原子，所以

ρ=.π
π

6

2)(*2
2

2

3

3

23
4

=
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（5）对金刚石结构，任一个原子有4个最近邻，若原子以刚性球堆积，如

图1.7所示，中心在空间对角线四分之一处的O原子与中心在1，2，3，4处的

原子相切，因为,83ra=

晶胞体积,3
aV=

图1.7金刚石结构

一个晶胞内包含8个原子，所以

ρ=.
16

3
)

8

3
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π
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2222在立方晶胞中，画出（102），（021），（1），和（2）晶面。22
−

01
−

[解答]

图1.8中虚线标出的面即是所求的晶面。

3333如图1.9所示，在六角晶系中，晶面指数常用（）表示，它们代表hkml

一个晶面在基矢的截距分别为在C轴上的截距为,,,321

m

a

k

a

h

a

l

c

证明：求出O和A四个面的面mkh−=+5522133131

,
,,ABBABBAAAA 531AA

指数。



图1.9六角晶胞对称画法

[解答]

设d是晶面族（）的面间距，nnnn是晶面族的单位法矢量，晶面族hkml

（）中最靠近原点的晶面在轴上的截距分别为hklmacaa,321

所以有lcmakaha/,/,/,/ 321

·=,1anhd

·=,2ankd

·=.
3anmd

因为

),(323aaa+−=

所以

··。
3a)(32aan+−=n

由上式得到

=.md)(kdhd+−

即

),(khm+−=

由图可得到：晶面的面指数为(111)31'AAO
−

2

面的面指数为(110)1331BBAA
−

2

晶面的面指数为(100)
5522ABBA
−

1

晶面的面指数为(0001)
531AAA

4444设某一晶面族的面间距为d,三个基矢的末端分别落在离原点的距321,,aaa

离为,的晶面上，试用反证法证明：是互质的。dh1dhdh32,321,,hhh



[解答]

设该晶面族的单位法量为由已知条件可得321,,aaa

···1a21,adhn=,2dhn=3a,3dhn=

假定不是互质数，且公约数即321,,hhh1≠p

332211,,pkhpkhpkh===

是互质的整数，则有321,,kkk

···1a21,adpkn=32,adpkn=dpkn3=

今取离原点最近的晶面上的一个格点，该格点的位置矢量为

,332211alalalr++=

由于心定是整数，而且

····r11aldn==22aln+33aln+n

于是得到

1332211=++lpklpklpk

由上式可得

p
lklklk

1
332211=++

上式左端是整数，右端是分数，显然是不成立的。矛盾的产生是p为不等

于1的整数的假定。也就是说，p只能等于1，即一定是互质数。
321,,hhh

5555．证明在立方晶体中，晶列[]与晶面（）正交，并求晶面()与hklhkl111lkh

晶面()的夹角。222lkh

[解答]

设d是为晶面族（）的面间距，nnnn为法向单位矢量，根据晶面族的定hkl

义，晶面族（）将a,b,a,b,a,b,a,b,cccc分别截为等份，即hkllkh,,

aaaa••••nnnn=acos(a,na,na,na,n)=hd,

bbbb••••nnnn=bcos(b,nb,nb,nb,n)=kd,

cccc••••nnnn=ccos(c,nc,nc,nc,n)=ld

于是有

nnnn=iiii+jjjj+kkkk
a

d
h
a

d
k
a

d
l



=(hiiii+kjjjj+lkkkk)
a

d

其中,,,,iiii,j,k,j,k,j,k,j,k分别为平行于a,b,ca,b,ca,b,ca,b,c三个坐标轴的单位矢量，而晶列[]hkl

的方向矢量为

RRRR=haiiii+kajjjj+lakkkk=a(hiiii+kjjjj+lkkkk)

由（1），（2）两式得

nnnn=RRRR
2a

d

即nnnn与RRRR平行，因此晶列[]与晶面（）正交。hklhkl

对于立方晶系，晶面()与晶面()的夹角，就是晶列111lkh222lkh

RRRR=aaaa+bbbb+cccc11h1k1l

与晶列

RRRR=aaaa+bbbb+cccc22h2k2l

的夹角，设晶面()与晶面()的夹角为由
111lkh122lkhϕ

RRRR····RRRR====
12ϕϕcoscos22

2
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得

}
)((

{cos
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lkhlkh
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6666．如图1.10所示，B,C两点是面心立方晶胞上的两面心。

（1）求ABC面的密勒指数；

（2）求AC晶列的指数，并求相应原胞坐标系中的指数。

图1.10面心立方晶胞

[解答]

（1）矢量与矢量的叉乘即是ABC面的法矢量AB
�

CB
�

=AB
�

),2(
2

1
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2

1
)(cbacbbaBOAO−+=+−+=−

��
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1
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a
cacbaCB−−=+×−+=

�

因为对立方晶系，晶列[]与晶面族（）正交，所以ABC面的密勒指数为hklhkl

(31).
−

1

（2）).2(
2

1
)()](

2

1
[cbababacAOCOCA −+−=+−++=−=

���

可见与晶列(a+b -2c)平行，因此AC晶列的晶列指数为[11].CA
� −

2

由《固体物理教程》（1•3）式可得面心立言结构晶胞基矢与原胞基矢的关系

,321aaaa++−=

,321aaab+−=

321aaac−+=

晶列(a+b -2c)可化为(a+b -2c)=-2()
3212aaa−+

由上式可知，AC晶列在原胞坐标系中的指数为[11]
−

2

7777试证面心立方的倒格子是体心立方；体心立方的倒格子是面心立方。

[解答]

设与晶轴a,b,ca,b,ca,b,ca,b,c平行的单位矢量分别为i,j,ki,j,ki,j,ki,j,k面心立方正格子的原胞基矢可取为
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2
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a
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由倒格矢公式
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×
=
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×
=
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×
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可得其倒格矢为
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设与晶轴a,b,ca,b,ca,b,ca,b,c平行的单位矢量分别为i,j,ki,j,ki,j,ki,j,k,体心立方正格子的原胞基矢可取为

).(
2

),(
2

),(
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kji
a
a

kji
a
a

kji
a
a

−+=

+−=

++−=

以上三式与面心立方的倒格基矢相比较，两者只相差一常数公因子，这说明面

心立方的倒格子是体心立方。

将体心立方正格子原胞基矢代入倒格矢公式

.
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,
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,
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3
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1
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×
=
Ω

×
=
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×
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则得其倒格子基矢为
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a
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π

可见体心立方的倒格子是面心立方。

8．六角晶胞的基矢

ckC

j
a
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j
a
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=

+−=
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,
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3

,
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3

求其倒格基矢。

[解答]

晶胞体积为][cba×⋅=Ω

.
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3
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3
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3
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a
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a
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其倒格矢为



k
c
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a
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a
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ca
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a
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a
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π

π

π
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=
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Ω

×
=

+=

××+−=

Ω

×
=

∗

∗

∗

9999证明以下结构晶面族的面间距：

（1）立方晶系:,][2

1
222−
++=lkhadhkl

（2）正交晶系:2

1

])()()[(222−++=
c

l

b

k

a

h
dhkl

（3）六角晶系:2

1

])()(
3

4
[2

2

22
−
+
++
=
c

l

a

hkkh
dhkl

（4）简单单斜:.2

1
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(
sin

1
[

2

2

2

2

2

2

2

−
+−+=
b

k
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hl

c

l

a

h
dhkl
β

β

[解答]

（1）设沿立方晶系轴a,b,ca,b,ca,b,ca,b,c的单位矢量分别为i,j,ki,j,ki,j,ki,j,k,,,,则正格子基矢为

,,,akcbjbaia===

图1.11立方晶胞



倒格子晶矢为

.
2

,
2

,
2
k
a
cj
a
bi
a
a
πππ
===
∗∗∗

与晶面族(hkl)正交的倒格为

.∗∗∗++=lckbhaKhkl

由晶面间距与倒格矢的关系式hkldhklK

得，

.

2

222lkh

a
d

K
d

hkl

hkl

hkl

++
=

=
π

（2）对于正交晶系，晶胞基矢相互垂直，但晶格常数设沿晶轴cba,,.cba≠≠

的单位矢量分别为i,j,k则正格子基矢为cba,,

,,,ckcbjbaia===

图1.12正交晶胞倒

倒格子基矢为

.
2

,
2

,
2
k
c
cj
b
bi
a
a
πππ
===∗∗∗

与晶面族(hkl)正交的倒格为

.
∗∗∗
++=lckbhaKhkl

由晶面间距与倒格矢的关系式
hkldhklK

hkl

hkl
K
d
π2
=

得

2

1

])()()[(222−++=
c

l

b

k

a

h
dhkl

（2）对于六角晶系，晶面族(hkl)的面间距,120,90,��===≠=γβαcba



图1.13六角晶胞

.
222

2
∗∗∗
∗∗∗
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=
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lckbhklckbha
K
d
hkl

hkl

πππ

也即

)].(2)(2)(2[
4

11222222

22

∗∗∗∗∗∗∗∗∗⋅+⋅+⋅+++=cahlcbklbahkclbkah
dhklπ

由图1.13可得六角晶胞的体积

.
2

3
120sinsin)(222cacacabaac===×⋅=Ω�γ

倒格基矢的模

()
()
()

.
2

23

sin2
2

,
3

4

23

sin2
2

2

2

2

cca

aba
cc

aca

accb
aba

πγπ
π

παπ
π

==
Ω

×
==

==
Ω

×
===

∗∗

∗∗∗

倒格基矢的点积

()()(){

()()()()[]

().
3

8
coscoscos

4

4

]}[
4

][
4

2

2

2

222

2

2

2

2

2

2

a

ca

ccabaccb

cbacaccbba

π
γβα
π

π

ππ

=−
Ω
=

⋅⋅−⋅⋅
Ω
=

××⋅
Ω
=×⋅×
Ω
=⋅∗∗

其中利用了矢量混合的循环关系

()()()BACACBCBA×⋅=⋅⋅=⋅⋅

及关系式

()()().BACCABCBA⋅−⋅=××

因为矢量平行于c所以()ba×



()()[]

()()[].0
4

,0
4

2

2

2

2

=×⋅×
Ω
=⋅

=×⋅×
Ω
=⋅

∗∗

∗∗

baaccb

bacbca

π

π

将以上诸式代入（1）式得

hkld,
3

)(4
2

2

2

22
2

c

l

a

hkkh
+
++
=−

即

=
hkld

212

2

22

])()(
3

4
[−+
++

c

l

a

hkkh

（4）单斜晶系晶胞基矢长度及晶胞基矢间的夹角分别满足和cba≠≠

,晶胞体积�90==γα�90≠β

βsin)(abcacb=×⋅=Ω

由

a
[]
Ω

×
=∗
cbπ2

b
[]
Ω

×
=∗
acπ2

c
[]
Ω

×
=∗
baπ2

得其倒格子基矢长度

a,
sin

2

sin

2

β

π

β

π

aabc

bc
a==∗=∗

及

b
b
b
π2
==∗∗

c
β

π

sin

2

ac
c=∗=∗

倒格基矢间的点积

()()cbbaac×⋅×
Ω
=⋅∗∗

2

24π

=()()()()[]bbcacbba⋅⋅−⋅⋅
Ω2

24π

=
β

βγαπ

2

22

sin

)coscos(cos4

abc

cab−



因为矢量平行于b所以)(ac×

()()[]04
2

2

=×⋅×=⋅∗∗accbba
π

π

()()[]baaccb×⋅×
Ω
=⋅∗∗

2

24π

将以上诸式代入

()()()[]∗∗∗∗∗∗∗∗∗⋅+⋅+⋅+++=cahlcbklbahkclbkah
d

a

hkl

222
4

11222222

2
π

得到

β

β

ββ
222

2

2

2

22

2

2sin

cos2

sinsin

1
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hl

c

l

b

k

a

h

dhkl
−++=

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
ac

hl

c

l

a

h2

sin

1
2

2

2

2

2
β

2

2

b

k

即
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2

2

2

2

2

2

2

cos2

sin

1
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=
b

k

ac

hl

c

l

a

h
dhkl
β

β

10101010．求晶格常数为的面心立方和体立方晶体晶面族的面间距a()321hhh

[解答]

面心立方正格子的原胞基矢为

a()kj
a
+=

2
1

()ik
a
a+=

2
2

()ji
a
a+=

2
3

由

[][][]
,

2
,

2
,

221
3

13
2

32
1
Ω

×
=
Ω

×
=
Ω

×
=
aa
b
aa
b
aa
b
πππ

可得其倒格基矢为

(),2
1kji
a
b++−=
π

(),2
2kji
a
b+−=
π

(),
2

3kji
a
b−+=
π

倒格矢



.332211bhbhbhKh++=

根据《固体物理教程》（1。16）式

,
2

321

h

hhh
K
d
π
=

得面心立方晶体面族的面间距()321hhh

h

hhh
K
d
π2

321
=

=
()()()[]212

321

2

321

2

321hhhhhhhhh

a

−+++−+++−

体心立方正格子原胞基矢可取为

()kji
a
a++−=

2
1

()kji
a
a+−=

2
2

()kji
a
a−+=

2
3

其倒格子基矢为

()kj
a
b+=
π2

1

()ik
a
b+=
π2

2

()ji
a
b+=
π2

3

则晶面族的面间距为()321hhh

()()()[]212

21

2

13

2

32

2
321

hhhhhh

a

K
d
h

hhh

+++++
==
π

11111111．试找出体心立方和面心立方结构中，格点最密的面和最密的线。

[解答]

由上题可知，体心立方晶系原胞坐标系中的晶面族的面间距()321hhh

()()()221

2

13

2

32

321

hhhhhh

a
dhhh
+++++
=

可以看出，面间距最大的晶面族就是，将该晶面指数代入《固体物理教程》{}001

（1.32）式，得到该晶面族对应的密勒指数为面间距最大的晶面上的格点{}110



最密，所以密勒指数晶面族是格点最密的面，格点最密的线一定分布在{}110

格点最密的面上，由图1.14虚线标出的(110)晶面容易算出，最密的线上格点的

周期为

图1.14体心立方晶胞

2

3a

由上题还知，面心立方晶系原胞坐标系中的晶面族的面间距()321hhh

()()()2321

2

321

2

321

321

hhhhhhhhh

a
dhhh
−+++−+++−
=

可以看出，面间距最大的晶面族是。由本章第15题可知，对于面心立方晶{}111

体，晶面指数与晶面指数(hkl)的转换关系为()321hhh

()()()(){},1
321321321hhhhhhhhh
p
hkl−++−++−=

将晶面指数代入上式，得到该晶面族对应的密勒指数也为.面间距最{}111{}111

大晶面上的格点最密，所以密勒指数晶面族是格点最密的面,格点最密的线{}111

一定分布在格点最密的面上,由图1.15虚线标出的(111)晶面上的格点容易算出,

最密的线上格点的周期为

2

2a

图1.15面心立方晶胞



12121212证明晶面及属于同一晶带的条件()()'3
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[解答]

设原胞坐标系中的倒格子基矢为则晶面，及,,,321bbb()321hhh()'3

'

2

'

1hhh()"3

"
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"
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的倒格矢分别为
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当三个晶面共晶带时,它们的交线相互平行,这些交线都垂直于倒格矢hK'hK"hK

即位于同一平面上,于是有
hK'hK"hK

()0"'=×⋅hhhKKK

利用正倒格子的关系

得
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式中为倒格原胞体积,于是得到∗Ω
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代入(1)式,得
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hhh

13131313.晶面的交线与晶列()()'3

'

2

'

1321,hhhhhh

,332211alalalRl++=

平行,证明
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[解答]

与晶面垂直的倒格矢分别为()()'3

'

2

'

1321,hhhhhh

,

,
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'
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'
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'
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332211
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晶面的交线应同时与和垂直,即与平行,而
hK'hK 'hhKK×
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式中为倒格原胞体积,为正格原胞基矢()321bbb×⋅=Ω
∗

321,,aaa

已知晶面的交线与晶列平行,即和()()'3

'

2

'

1321,hhhhhh332211alalalRl++=lR

平行,因此可取为"'
hh
KK×321,,lll
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14141414．今有正格矢
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其中;及均为整数,试证可选作基矢的充分条件是nml,,''',,nml""",,nmlwvu,,
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±=

nnn

mmm

lll

[解答]

解法一:

固体物理原胞的选取方法有无数种,但它们有一个无同的特点,即它们的体积都相

等,是晶体的最小重复单元。因此可选作基矢的充分条件是，由基矢wvu,,

构成的原胞体积一定等于由基矢构成的原胞体积，即wvu,,321,,aaa

()()Ω=×⋅=×⋅321aaawvu

将
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将上式代入（1）得

.1
"'

"'

"'

±=

nnn

mmm

lll

解法二：

设，当为基矢时，应取整数值，将zwyvxua++=1wvu,,zyx,,
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代入得zwyvxua++=1
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由此得方程组
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解方程得
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由于的表示式中的三分子的行列式的值均为整数，为整数，因此zyx,,zyx,,

可选作基矢的充分条件是wvu,,

1
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"'

±=

nnn

mmm

lll

15151515．对于面心立方晶体，已知晶面族的密勒指数为，求对应的原胞坐标中()hkl

的面指数若已知求对应的密勒指数。()321hhh()321hhh()hkl

[解答]

由《固体物理教程》（1。3）式和（1。4）两式得面心立方晶体原胞坐标系中的

倒格基矢与晶胞坐标系中的倒格基矢的关系为321,,bbb∗∗∗cba,,
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与晶面族垂直的倒格矢()hkl

()()()[]
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2

1

2

1

2

1

332211

321

321
bhbhbhppK

bkhbhlblklckbhaK

hhh

hkl

++==

+++++=++=∗∗∗

与晶面族正交，因此，若已知晶面族的密勒指数(hkl)则原胞坐标
321hhh
K()321hhh

系中的面指数

()()(){}khhllk
p
hhh+++=)(

1
321

其中p是的公约数()()khhllk+++,),(

同样

()()()

().''

321321321332211321

∗∗∗

∗∗∗

++==

−+++−+++−=++=

lckbhapKp

chhhbhhhahhhbhbhbhK

hkl

hhh

与晶面族(hkl)正交，因此，若已知晶面族的面指数则晶胞坐标hklK ()321hhh

系中的面指数

(hkl)()()(){},1
321321321'
hhhhhhhhh
p
−++−++−=

其中是的公约数。'p()()()321321321,,hhhhhhhhh−++−++−

16161616证明不存在5度旋转对称轴。

[解答]



如下面所示，A,B是同一晶列上O格点的两个最近邻格点，

如果绕通过O点并垂直于纸面的转轴顺时针旋转角，则A格点转到θ

点，若此时晶格自身重合，点处原来必定有一格点，如果再绕通过O点的'A

转轴逆时针旋转角，则晶格又恢复到未转动时的状态，但逆时针旋转角，θθ

B格点转到处，说明处原来必定有一格点，可以把格点看成分布在一族'B'B

相互平行的晶列上，由图１．１６可知，晶列与AB晶列平行．平行''BA

的晶列具有相同的周期，若设该周期为则有a

图1.16晶格的旋转对称性

,cos2
''
maaBA==θ

其中m为整数，由余弦的取值范围可得

.1
2

cos≤=
m
θ

于是可得

.2,:2

;
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5
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4
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2
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3
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;
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2
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ππθ

ππππ
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m
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m

因为逆时针旋转，分别等于顺时针旋转，，
2

3π

3

5
,

3

4ππ

2

π

3

2π
,

3

π

所以晶格对称转动所允许的独立转角为

.
3

,
2

,
3

2
,,2
ππ
πππ

上面的转角可统一写成

6,4,3,2,1,
2
=n
n

π

称n为转轴的度数，由此可知，晶格的周期性不允许有５度旋转对称轴．

17171717．利用转动对称操作，证明六角晶系介电常数矩阵为
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［解答］



由《固体物理教程》（1。21）式可知，若A是一旋转对称操作，则晶体的介电

常数满足ε.'AAεε=

对六角晶系，绕x（即a）轴旋和绕z（即c）轴旋都是对称操作，�180�120

坐标变换矩阵分别为
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假设六角晶系的介电常数为
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由上式可得
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于是得到六角晶系的介电常数

.

00

00

00

33

11

11

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

ε

ε

ε

ε

18181818．试证三角晶系的倒格子也属三角晶系，

[解答]

对于三角晶系，其三个基矢量的大小相等。且它们相互间的夹角也相等。即

.
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θγβα===

======aacabaa

利用正倒格子的关系，得
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,
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设与的交角为,与的交角为,与的交角为则有1b2b12θ2b3b23θ3b1b31θ
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由（1）和（2）式得
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由和可得
32bb⋅13bb⋅

可见倒格基矢与的交角，与的交角,与的交
1b2b2b3b3b1b

角都相等，这表明三个倒格基矢的长度不仅相等，且它们之

间的夹角也相等，所以三角晶系的倒格子也属于三角晶系.

19191919讨论六角密积结构，X光衍射消光的条件.

[解答]

图1.17示出了六角密积结构的一个晶胞，一个晶胞包含两个原子，它们的位置

矢量分别是
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图1.17六角密积晶胞

因为是密积结构，所以原子散射因子.将上述结果代入几何因子fff==21
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(hkl)晶面族引起的衍射光的总强度
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由上式知，只有当
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时，才出现衍射消光.现将h,k,l的取值范围讨论如下：

(a)当n为奇数时，若l为偶数，则nl也为偶数,为保证

=奇数,⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++lkhn

3
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成立，须有

奇数，=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+khn

3
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3

4
π

由此知

奇数奇数.()×=+322khn=

但由于h,k为整数，上式左端是偶数，右端是奇数，显然是不成立的，矛盾的

产生是l为偶数的条件导致的，所以l不能为偶数，而只能为奇数，因而

偶数=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+khn

3

2
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4
π

即整数整×=+
n
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(b )当n为偶数时，由
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++lkhn

3

2

3

4
π

得奇数奇数()×=++3324lkhn=

上式左端是偶数，右端是奇数，显然也不成立，矛盾的产生是n为偶数的条

件导致的，所以n不能为偶数，

由上述讨论可知，衍射消光条件为

奇数=n

奇数=l

整数(=整数)×=+
n
kh

3
2

20202020．用波长为的X光对钽金属粉末作衍射分析，测得布拉格角大
�

Α5405.1

小为序的五条衍射线，见表1-1

已知钽金属为体心结构，求

（1）衍射晶面族的晶面指数；

（2）晶格常数a

[解答]

序号12345

()�θ
19.61128.13635.15641.15647.769



（1）对于立方晶体，晶面族（hkl）的面间距

,
222lkh

a
dhkl
++
=

布拉格反射公式

λθndhkl=sin2

相应化为

()()().
2

sin
222
nlnknh
a
++=
λ
θ

可见与衍射面指数的平方和的开根成正比，由已知条件可知θsin

.2061.2:9608.1:7156.1:405.1:1

769.47sin:156.41sin:156.35sin:136.28sin  :611.19sin

=

�����

对于体心立方晶系，衍射面指数的和n（h+k+l）为偶数出现衍射极大，因

此，对应衍射角由小到大排列的衍射晶面族是（110），（200），（121），（220），

（310），而

.

.236.2:00.2:732.1:414.4:1

013:022:121:002:0112222222222

=

++++++++++

从各衍射角的正弦之比与衍射面指数的平方和的开根之比可以看出，二者比

值是十分接近的，存在的小小偏差，可能是测量误差所致，因此，对应布拉

格角大小为序的五条衍射线的衍射晶面族是（110），（200），（121），（220），

（310）。

（2）将()()110,611.19,5405.1==Α=nlnknh��

θλ

代入()()()222

2
sinnlnknh
a
++=
λ
θ

得到钽金属的晶格常数
�

Α=246.3a

21212121．铁在时，得到最小三个衍射角分别为C�20;1814,3811,128'''���

当在时，最小三个衍射角分别变成已知在上C�1000.5912,99,557'''���

述温度范围，铁金属为立方结构。

（1）试分析在和下，铁各属于何种立方结构？C�20C�1000

（2）在下，铁的密度为求其晶格常数。C
�

20
37860mkg

[解答]

（1）对于立方晶体，晶面族（hkl）的面间距为



222
lkh

a
dhkl
++
=

布拉格反射公式λθndhkl=sin2

相应化为
()()()

.
2

sin

222anlnknh

λθ
=
++

可见与成正比θsin()()()222
nlnknh++

对于体心立方元素晶体，衍射面指数和n（h+k+l）为奇数时，衍射消光；衍射

面指数和n（h+k+l）为偶数时，衍射极大，因此，对应最小的三个衍射面指数

依次为（110），（200），（211）.这三个衍射角的衍射面指数平方和的平方根之比

为

.73205.1:414.4:1

112:002:011222222

=

++++++

铁在时，最小的三个衍射角的正弦值之比C�20

'1814sin:'3811sin:'128sin���

=731777.1:41421.1:1246999.0:201519.0:142628.0=

可见，铁在时最小的三个衍射角的正弦值之比，与体心立方元素晶体最C�20

小的三个衍射面指数的衍射面指数平方和的平方根之比极其接近（存在偏差一般

是实验误差所致）。由此可以推断，铁在时为体心立方结构。C
�

20

对于面心立方元素晶体，衍射面指数nh,nk,nl全为奇数或全为偶数时，衍射极

大，对应闻小三个衍射角的衍射面指数依次为(111),(200),(220)这三个衍射角

的衍射面指数平方和的平方根之比为

63299.1:15470.1:1022:002:111222222222=++++++

铁在时最小的三个衍射角的正弦值之比C�1000

sin'5912sin:'99sin:'557���

=0.137733:0.159020:.224668

=1:1.15455:1.63118

可见，铁在时最小的三个衍射角的正弦值之比，与面心立方元素晶体C
�

1000

最小的三个衍射角的衍射面指数平方和的平方根之比极其接近，由此可以推断，

铁在时为面立方结构



（2）铁在时为体立心结构，一个晶胞内有两个原子，设原子的质量为m，晶

格常数为，则质密度a

3

2

a

m
=ρ

晶格常数则为

.
2

3

ρ

m
a=

一个铁原子的质量,
10022.6

10847.55
23

3

kgm
×

×
=
−

最后得铁在时的晶格常数C�20

�

Α=855.2a

22222222．对面心立方晶体，密勒指数为的晶面族是否出现一级衍射斑点，⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

从光的干射说明之。

[解答]

由本章第10题可知，对于面心立方晶体，晶面族的面间距()321hhh

()()()
.

2

321

2

321

2

321

321

hhhhhhhhh

a
dhhh
−+++−+++−
=

由本章第15题可知，对于面心立方晶体，晶面指数与晶面指数（hkl）()321hhh

的转换关系为()()()(){}.
1

'321khhllk
p
hhh+++=

将上式代入前式得

,
2222

'

321

kkh

ap
dhhh
++
=

因为立方晶系密勒指数晶面族的面间距

,
222kkh

a
dhkl
++
=

所以对于立方晶系，两套晶面指数对应的晶面族的面间距的关系为

.
2

'

321hklhhh
d
p
d=

将上式代入两套坐标中的布拉格反射公式



nd

nd

hkl

hhh

=

=

θ

λθ

sin2

,sin2'

321

得到

'

'2

p

n
n=

将密勒指数代入（1）式，得⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

()().301321=hhh

由上式可知，这说明，对于密勒指数的晶面族，衍射极大''2,1nnp==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

的最小级数是2，或者说，对于密勒指数的晶面族，它的一级衍射是消光⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

的，对于密勒指数的晶面族，它一级衍射产生的原因可从光的干涉来解释。⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

图1.18示出了晶面族的1级衍射情况，1与3晶面的面间距为对于该⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211hkld

晶面族的1级衍射，有

λθ=sin2hkld

对照衍射示意图1。18上式恰好是1与3晶面产生的光程差，也就是说1与3

晶面产生的光程差为1个波长，由此推论，1与3晶面的反射光的相位差为，π2

它们的确是相互加强的，但实际（对于非复式格子）的面间距为

2321

hkl

hhh

d
d=

即1与3晶面中间实际还有1个原子层，在这种情况下，相邻原子层的反射光的

相位差为衍射光是相互抵消的，这就是密勒指π

图1.18面的一级衍射⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211



数的晶面族一级衍射产生消光的原因.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−
211

23232323．设有一面心立方结构的晶体，晶格常数为.在转动单晶衍射中，已知与转轴a

垂直的晶面的密勒指数为求证()hkl

,sin
222lkha

mp
m

++
=
λ
ϕ

其中p是一整数，是第m个衍射圆锥母线与晶面的夹角。参见图1.19
mϕ()hkl

所示反射球，

图1.19反射球

[解答]

转动单晶衍射法，晶体正格子转动，倒格子也转动，倒格点可以看成分布在与转

轴垂直的，等间距的一个个倒格晶面上，由于倒格晶面旋转，落在反射面球面上

的倒格点的迹线形成一个个圆，反射球心到迹线上任一点的边线即是衍射极大

的方向反射球心到任一迹线连线构成一个个圆锥面。

设本题晶体一与转轴垂直的倒格面面指数为()则倒格面的面间距lll213

.
22

321
321
alalalR
d
lll
++
==
∗ππ

其中正格矢与倒格面垂直，即与转轴平行，由图1。19得

,
2

sin

λ

π
ϕ

∗

=
md
m

其中是的光的波矢，即反射球的半径，现在已知与转轴垂直的晶面的密勒指

数为（hkl）由题5可知，晶列

RRRRlckbhahkl++=

与转轴平行，利用面心立方结构晶胞基矢与原胞基矢的关系

321

321

321

aaac

aaab

aaaa

−+=

+−=

++−=



可得

()()()321alkhalkhalkhlckbhaRhkl−+++−+++−=++=

=pR
321lll

其中p是公约数，由立方晶体的()()()lkhlkhlkh−++−++−,,

alckbhaRhkl=++=()
222lkh++

可得

()222
sin
lkha

mp
m

++
=
λ
ϕ

24242424．在20时铜粉末样品的一级衍射角是47.75在1000时是C�
�

C�

46.60，求铜的线胀系数。�

[解答]

设铜的衍射面指数为（hkl）在20时的面间距为在1000时的C� ,hkldC
�

面间距为则由布拉格反射公式得'hkld

2λ=�75.47sinhkld

2'

hkldλ=
�60.46sin

由以上两式得

.019.1
60.46sin

75.47sin
'

==
�

�

hkl

hkl

d

d

铜的线膨胀系数

()
()

.1094.1
980

1
1

201000

5
''

C
Cd

d

Cd

dd

hkl

hkl

hkl

hklhkl�

��

−
×=⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=
−

−
=α

25252525．若X射线沿简立方晶胞的OZ轴负方向入射，求证：当

或时一级衍射线在YZ平面内，其中是衍射光线
22

2

lk

l

a+
=
λ

22

22

cos
kl

kl

+

−
=γ γ

与OZ轴的夹角。

[解答]



（1）解法一

由布拉格反射公式

λθ=sin2hkld

和立方晶系晶面族（hkl）的面间距

222lkh

a
dhkl
++
=

得到.
2

sin222lkh
a
++=
λ
θ

将已知条件代入上式得

.
222

22
sinlkh
lk

l
++
+
=θ

由已知条件可画出X光入射波矢kkkk与反射矢kkkk的关系图，由图1.20中和几何0

关系

图1.20kkkk与反射波矢kkkk的关系图
0

可知

.
22

γπ
θ−=

于是有

.
2

cossin222

22
lkh
lk

l
++
+
==
γ
θ

利用

2

cos1

2
cos
γγ+
=

得到

.
222

22222
coslkh
lk

l

lk

l
++
+
=
+
=
γ

由上式可知于是0=h

kkkk-kkkk=K=K=K=K=0.
22��

z
a
ly
a
klckb
ππ
+=+∗∗

其中和分别是x轴和y轴方向的单位矢量，于是
�

y
�

z



kkkk=kkkk+
0

��

z
a
ly
a
k
ππ22
+

由于kkkk在YZ平面内，所以一级衍射线也在YZ平面内。
0

（2）解法二

设分别是平行于aaaabbbbcccc轴的单位矢量，衍射波矢kkkk与aaaabbbbcccc轴的
���

zyx,,

夹角分别为则有γβα,,

kkkk====,coscoscos
2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++

���

zyx γβα
λ

π

kkkk====.0

�

z
λ

π2
−

由1级衍射条件得

kkkk-kkkk=K=K=K=K=....
0⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++=++∗∗∗
����

zzyxlckbhaγβα
λ

π
coscoscos

2

于是

).1cos(
2

a2

cos
2

ak2

,cos
2

ah2K

+==⋅

==⋅

==⋅

γ
λ

π
π

β
λ

π
π

α
λ

π
π

lKc

Kb

a

由以上三式解得

.1cos,cos,cos−===
a

l

a

k

a

hλ
γ
λ
β
λ
α

由1coscoscos222=++γβα

得到

.
2

222
lkh

l

a++
=
λ

将上式与已知条件
22

2

lk

l

a+
=
λ

比较得到h=0.于是

)cos(cos
2

,0cos
22

��

��

zyk

xx
a

h
ha

γβ
λ

π

α
λ

ππ

+=

===∗

上式说明一级衍射线在YZ平面内



26262626．一维原子链是由A,B两种原子构成，设A,B原子散射因子分别为和Af

入射X射线垂直于原子链，证明
bf

（1）衍射极大条件是,a是晶格常数,是衍射束与原子链的夹角.λθna=cosθ

（2）当n为奇数，衍射强度比例于.
2

BA ff−

（3）讨论情况BA ff=

[解答]

（1）如图1.12所示，设原子是等间距的，衍射光束与原子链的夹角为.当入θ

射X光垂直于原子链时，A原子或B原子散射波

图1.21X光衍射

的光程差为.当θcosaλθna=cos

时，各A原子（或B原子）的散射波的相位差为0,散射波相互加强,形成很强的

衍射光.

（2）一个原胞内包含A,B两个原子能，取A原子的坐标为(000)

B原子的坐标为().00
2

1

衍射光的强度

I

2

22

)cos(

2sin2cos

hnff

hunfhunf

BA

j

jj

j

jj

π

ππ

−=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∝∑∑

从上式可知，取h为1，当n为奇数时，衍射光的强度正比于,
2

BA
ff−

（3）若,当n为奇数时，衍射光的强度为0.这时，A原子与B原fff BA==

子的散射波的相位差为,相位相反,互相抵消,即对应消光现象.π

当n为偶数时,衍射光的强度最强,

I.42f∝

27272727．证明当电子的几率分布函数(rrrr)与方向无关时，原子散射因子是一实数。ρ

[解答]

由《固体物理教程》（1。37）式得，原子散射因子



()τρλ
π

desf
rsi

∫
⋅
=(r) 

2

当电子的几率分布函数(rrrr)与方向无关时，设ρ

(rrrr)=ρ()rρ

s s s s••••rrrrϕcossr=

基中取ssss的方向为球坐标的极轴方向，于是

()∫ ∫∫∫
∞⋅
==

00

2dr.dsinr(r)2 (r) 
cos22π

ϕϕπρτρλ
ϕπ

λ

πirsi
edesf

作变量变换

.sin2

,
cos2

s

dx
dr

sr
x

λ
ϕϕπ

λ

ϕπ

−=

=

得到

()()

().2
sin

2
0

0

2

2

Rdr
sr
r
s

r

drdxer
s

r
sf
sr

sr

ix

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

⎥⎦
⎤
⎢⎣
⎡−=

∫

∫∫
∞

−∞

λ

π
ρ
λ

ρ
λλπ

λ
π

上式积分是一个实数。R



1

第第第第2222章晶体的结合章晶体的结合章晶体的结合章晶体的结合

习题

有一晶体,平衡时体积为，原子间相互作用势为.如果相距为r的两原子互作用势为0V0U

()
nmrr

a
ru
β

+−=

证明

(1)体积弹性模量为K=.
90

0
V

mn
U

(2)求出体心立方结构惰性分子的体积弹性模量.

[解答]设晶体共含有N个原子,则总能量为

U(r)=.()∑∑
ij

ijru
'

2

1

由于晶体表面层的原子数目与晶体内原子数目相比小得多,因此可忽略它们之间的基异,于是上式简化为

U=().
2

'∑
j

ijru
N

设最近邻原子间的距离为R则有Rjijar=

再令AA得到U=,
1'∑=
j
m

j

m
a

,
1'∑=
j
n

j

n
a

.
200

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
n

n

m

m

R

A

R

ANβα

平衡时R=R,则由已知条件U(R)=得
000U

0

00
2
U
R

A

R

AN
n

n

m

m=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
βα

由平衡条件

0
)(

0

=
RdR

RdU

得

.0
21

0

1

0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++n
n

m

m

R

An

R

AmNβα

由(1),(2)两式可解得

.
)(

2

,
)(

2

0

0

0

0

n

n

m

m

nR
nmN

U
A

nR
nmN

U
A

−
=

−
=

β

α

利用体积弹性模量公式[参见《固体物理教程》(2.14)式]

K=得K=

0

2

2

0

2

0

9
R
R

U

V

R
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+

+
−
n

n

m

m

R

Ann

R

AmmN

V000

)1()1(

29

1βα

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+

+
−

+
−

)(

2)1(

)(

2)1(

29

100

0

00

00nmN

mRU

R

nn

nmN

nRU

R

mmN

V

n

n

m

m
.

9
0

0
V

mn
U−

由于因此于是K=,00<U,00UU−=.
9

0

0
V

mn
U

(1)由《固体物理教程》(2.18)式可知,一对惰性气体分子的互作用能为

若令.)(
126r

B

r

A
ru+−=



2

,则N个惰性气体分子的互作用势能可表示为

6
1

,
4

2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==
A

B

B

A
σε

.

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
6

6

12

122)(
R
A
R
ANrU
σσ
ε

由平衡条件可得R进一步得0
)(

0

=
RdR

RdU
.

2
6

1

6

12

0⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
A

A
σ.

2
)(

12

2

6

00
A

AN
RUU
ε

−==

代入K=并取m=6，n=12，V得K=..
90

0
V

mn
U300

33

4
R
N

=
25

12

6

1232

33
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

A

A
A
σ

ε

对体心立方晶体有A于是.11.9,25.12126==A.
1.70

3
σ

ε
=K

一维原子链,正负离子间距为,试证:马德隆常数为1n2.a2=µ

[解答]相距的两个离子间的互作用势能可表示成
ij
r

.
4

)(
2

n

ijij

ij
r

b

r

q
ru+=
π
∓

设最近邻原子间的距离为R则有,Rar
jij

=
则总的离子间的互作用势能

U=.()∑∑∑−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛±
−=
j
n

j

n

jjj

ij
a

b

RaR

qN
ru
N ''

0

'11

4
[

22πε

基中

jja

1'±=∑µ
为离子晶格的马德隆常数,式中+;-号分别对应于与参考离子相异和相同的离子.任选一正离子作为参考离子,在求和中对负离子到正

号,对正离子取负号,考虑到对一维离子两边的离子是正负对称分布的,则有

利用正面的展开式1n(1+).
4

1

3

1

2

1

1

1
2

)1('

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +−+−=
±

=∑⋯
jja
µx,

432

432

⋯+−+−
xxx
x

并令得=1n(1+1)=1n2.于是,一维离子链的马德常数为1n21=x⋯+−+−
4

1

3

1

2

1

1

1
2=µ

计算面心立方面简单格子的和6A12A

(1)只计最近邻;

(2)计算到次近邻;

(3)计算到次近邻.

[解答]图2.26示出了面心立方简单格子的一个晶胞.角顶O原子周围有8个这样的晶胞,标号为1的原子是原子O的最近邻标

号为2的原子是O原子的最近邻,标号为3的原子是O原子的次次近邻.由此得到,面心立方简单格子任一原子有12个最近邻,6

个次近邻及24个次次近邻.以最近邻距离度量,其距离分别为:由.3,2,1===jjjaaa

.
1

,
1

12

'

12

6

'

6⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=∑∑
jjjja
A
a
A
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图2.6面心立方晶胞

得

(1)只计最近邻时，.12
1

1
*12)1(

6

6=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=A 12
1

1
*12)1(

12

12\ =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=A

(2)计算到次近邻时

.094.12
2

1
*6

1

1
*12)2(

,750.12
2

1
*6

1
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1212
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⎠
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⎜
⎝

⎛=

A

A

(3)计算到次次近邻时

由以上可以看出,由于中的幂

.127.12033.0094.12
3

1
*24

2

1
*6

1

1
*12)3(

,639.13899.0750.12
3

1
*24
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1
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1

1
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⎛
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⎜
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+⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛=

A

A

12A

指数较大,收敛得很快,而中的幂指数较小,因此收敛得较慢,通常所采用的面心立方简单格子的和的数值分别12A6A6A 6A12A

是14.45与12.13.

用埃夫琴方法计算二维正方离子(正负两种)格子的马德隆常数.

[解答]马德隆常数的定义式为,式中+、-号分别对应于与参考离子相异和相同的离子,二维正方离子(正负两种)格

jja

1'±=∑µ
子,实际是一个面心正方格子,图2.7示出了一个埃夫琴晶胞.设参考离子O为正离子,位于边棱中点的离子为负离子,它们对晶胞的贡

献为4*(1/2).对参考离子库仑能的贡献为

图2.7二维正方离子晶格

.
1

2

1
*4

顶角上的离子为正离子,它们对晶胞的贡献为4*(1/4),对参考离子库仑能的贡献为因此通过一个埃夫琴晶胞算出的.
2

4

1
*4

−

马德隆常数为再选取个埃夫琴晶胞作为考虑对象,这时离子O的最的邻,次近邻均在所考.293.1
2

4

1
*4

1

2

1
*4

=−=ν422=

虑的范围内,它们对库仑能的贡献为而边棱上的离子对库仑能的贡献为,
2

4

1

4
−,

5

2

1
*8

2

2

1
*4

+−

顶角上的离子对为库仑能的贡献为这时算出的马德隆常数为,
8

4

1
*4

−



4

图2.84个埃夫琴晶胞

同理对个埃夫琴晶胞进行计算,所得结果为93
2=

611.1
18
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⎝
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−=µ

对个埃夫琴晶胞进行计算,所得结果为164
2=

614.1
32

4

1
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25

2

1
*8

17

2

1
*8
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2

1
*8

4

2

1
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18
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13
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当选取n个埃夫琴晶胞来计算二维正方离子(正负两种)格子的马德隆常数,其计算公式(参见刘策军,二维NaC1晶体马德隆常数计
2

算,《大学物理》，Vo1.14,No.12,1995.)为[][].1,8411>+++=−−nDCBA nnnnµ

其中
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用埃夫琴方法计算CsCl型离子晶体的马德隆常数

(1)只计最近邻

(2)取八个晶胞

[解答]

(1)图2.29是CsCl晶胸结构,即只计及最近邻的最小埃夫琴晶胞,图2.29是将Cs双在体心位置的结构,图2.9(a)是将()a+

Cl取在体心位置的结构,容易求得在只计及最近邻情况下,马德隆常数为1.
−
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图2.29（a）Cs取为体心的CsC1晶胞,(b)C1取为体心的CsC1晶胞

(2)图2.10是由8个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞,8个最近邻在埃夫琴晶胞内,每个离子对晶胞的贡献为1,它们与参考离子异号,所以这8

个离子对马德隆常数的贡献为8

埃夫琴晶胞6个面上的离子与参考离子同号,它们对埃夫琴晶胞的贡献是,它们与参考离子的距离为它们对马德隆常数
2

1

3

2R

的贡献为-
()

3/2

*6
2
1

图2.108个CsCl晶胞构成的一个埃夫琴晶胞

埃夫琴晶胞楞上的12个离子,与参考离子同号,它们对埃夫琴晶胞的贡献是它们与参考离子的距离为它们对马德隆
4

1

3

22R

常数的贡献为-埃夫琴晶胞角顶上的8个离子,与参考离子同号,它们对埃夫琴晶胞的贡献是它们与参考离子
()

322

4/1*12

8

1

的距离为2R它们对马德隆常数的贡献为-,由8个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞计算的马德隆常数
()

2

81*8

为了进一步找到马德常数的规律,我们以计算了由27个.064806.3
2

)8/1(*8

322

)4/1(*12

3/2

)2/1(*6
8=−−−=µ

CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞的马德隆常数,结果发现,由27个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞的马德隆常数是0.439665.马德隆常

数的不收敛,说明CsCl晶胞的结构的马德隆常数不能用传统的埃夫琴方法计算.为了找出合理的计算方法,必须首先找出采用单

个埃夫琴晶胞时马德隆常数不收敛的原因.

为了便于计算,通常取参考离子处于埃夫琴晶胞的中心.如果以Cs作参考离子,由于埃夫琴晶胞是电中性的要求,则边长
+

为(p是大于或等于1的整数)的埃夫琴晶胞是由(2p)个CsCl晶胞所构成,埃夫琴晶胞最外层的离子与参考离子同号,而pa23

边长为(2p+1)的埃夫琴晶胞是由(2p+1)个CsCl晶胞所构成,但埃夫琴晶胞的最外层离子与参考离子异号,如果以C1作参
3−

考离子也有同样的规律,设参考离子处于坐标原点O,沿与晶胞垂直的方向(分别取为x,y,z图2.11示出了z轴)看去,与参考郭

同号的离子都分布在距O点的层面上,其中是大于等于1的整数,与O点离子异号的离子都分布在距O点(-0.5)的层iaiia
面上,图2.11(a)示出了同号离子层,图2.11(b)示出了异号离子层.

图2.11离子层示意图
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(a)表示同号离子层,O离子所在层与O离子所在层相距
'
ia

(b)表示异号离子层,O离子所在层和O离子所在层相距(-0.5)
'ia
当CsCl埃夫琴晶胞边长很大时,晶胞最外层的任一个离子对参考离子的库仑能都变得很小,但它们对参考离子总的库仑能不能忽略.

对于由(2p)个CsCl晶胞所构成的埃夫琴晶胞来说,最外层有6*(2p)个与参考离子同号的离子,它们与参考离子的距离为
32

(1/2)~(),它们与参考离子的库仑能为量级,这是一个相对大的正值.对于由(2p+1)个CsCl晶胞所构成的pa23paape0
24πε3

埃夫琴晶胞来说,离外层有6*(2p+1)个与参考离子异号的离子,它们与参考离子的库仑能为量级,这是一个绝对值相对
2
ape0

2
4πε−

大的负值,因此,由(2p)个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞所计算的库仑能,与由(2p+1)个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞所计算的库仑能会
33

有较大的差异.即每一情况计算的库仑能都不能代表CsCl晶体离子间相互作用的库仑能.因此这两种情况所计算的马德隆常数也必定有较

大的差异,由1个CsCl晶胞、8个CsCl晶胞和27个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞的计算可知,CsCl埃夫琴晶胞体积不大时,这种现象已经

存在.

为了克服埃夫琴方法在计算马德隆常数时的局限性,可采取以下方法,令由(2p)个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞计算的库仑能为，
3

1U

由(2p+1)个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞所计算的库仑能为，则CsCl晶体离子间相互作用的库仑能可近似取作
3

1U

(1))(
2

1
21UUU+=

因子1/2的引入是考虑除了(2p+1)个CsCl晶胞构成的埃夫琴晶胞最外层离子外,其他离子间的库仑能都累计了两偏,计算和
3

1U2U

时要选取体积足够大的埃夫琴晶胞,此时埃夫琴晶胞最外层离子数与晶胞内的离子数相比是个很小的数,相应的马德隆常数应为

(2))(
2

1
21µµµ+=

其中：是由(2p)个CsC1晶胞构成的埃夫琴晶胞计算的值;由(2p+1)个CsC1晶胞构成的=1µ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±∑
ija

1'3=1µ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±∑
ija

1'3

埃夫琴晶胞所计算成本的值.

为简化计算,特选取晶胞边长为计算单位,由于所以a,32aR=

(3),
2

3'
µµ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±=∑'

''1

iia
µ

其中是某一离子到参点的距离与的比值.
'

iaa

考虑到对称性,对选定的埃夫琴晶胞,把晶胞的离子看成分布在一个个以参考离子为对称心的正六面体的六个面上,体积不同的正六面

六个面上的离子分别计算.

由(2p)个CsC1晶胞构成埃夫琴晶胞时,由分析整理可得
3

(4),
2

3

1

1

1

1⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=∑∑

=

−

=
p

p

i

i

p

i

iCBAµ

由(2p+1)个CsC1晶胸构成埃夫琴晶胞时,
3

(5),
2

3

1

1

1

2⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=∑∑

=

−

=
p

p

i

i

p

i

iDBAµ

其中：(6)),1(
''

''

22'2'

pi

iyx

k
A
i

x

i

y

yx

i<≤
++

−=∑∑

表示与O点距离为的6个面上所有的离子对马德隆常数的面贡献,因为这些离子与参考离子同号,故到负号.、是离iAia
'x'y

子在平面上的坐标,代表6个面上等价离子的个数,其取值规则为:
'''yxo''yx
k

(1)在角上(如E点),即=i且=i.时,=8；
'
x

'y''yx
k

(2)在棱与坐标轴的交点(如F点)，=i且=0或=0且=0时,=6
'x'y'x'y''yx
k

(3)在棱上的其他点(如H、I点)即不满足上述条件,且=i或=i.时,=12
'
x

'y''yx
k
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(4)在点,即=0且=0时,=6
'
O

'
x

'y''yx
k

(5)在除点外的面上的点(如J点),即不满足上述条件时，=24.
'O''yx
k

(7)),1(

)5.0(

5.0

5.0

5.0

5.022'2'

'

''

''

pi

iyx

k
B
i

x

i

y

yx

i≤≤
−++

=∑∑
−

=

−

=

代表距O点距离为(-0.5)的6个面上的离子对马德隆常数的贡献,因为这种些离子与参考离子异号,故取正号.,是离
iBia

'
x

'y

子在平面上的坐标,代表这6个面上等价离子的个数,其取值规则为:
'''yxo'''yx
k

(1)在角上(如K点),即=i且=i.时,=8;
'x'y'''yx
k

(2)在棱下(如L、M点),即不满足不述条件,且=i或=i时，=12；
'x'y'''yx
k

(3)在面上(如N点)好不满足上述条件时,=24.
'

''yx
k

),(
0022'2'

"

''

''

pi

iyx

k
C
i

x

i

y

i

yx=
++

−=∑∑
==

表示在边长为2的晶胞最外层,即与参考离子相距的6个面上的离子对马德隆常数的贡献,应取负号,与的不同在于iCpapaiA
"

''yx

k

的取值:

(1)在角上,=/ 8;
"

''yx

k''yx
k

(2)在棱上,=/ 4;
"

''yx

k''yx
k

(3)在面上,=/ 2.
"

''yx

k''yx
k

),(

)5.0(

5.0

5.0

5.0

5.022'2'

'''

''

''

pi

iyx

k
D
i

x

i

y

yx

i=
−++

=∑∑
−

=

−

=

表示在边长为2的晶胞最外层,即与参考离子相距(p+0.5)的离子层对马德隆常数的贡献,应取正号,与的不同在于iDap)1(+aiB

的取值:
'''

''yx
k

(1)在角上,=/ 8;
'''

''yx
k

'
''yx
k

(2)在棱上,=/ 4;
'''

''yx
k'''yx
k

(3)在面上,=/ 2.
'''

''yx
k

'
''yx
k

表2.1给出了计算结果,给出的是由分别对应2p和2p+1的和求得的,实际上,和只需对应边长相近的埃夫琴晶胞即可,µ1µ2µ1µ2µ

如取对应2p和2p-1的埃夫琴晶胞也可得到一样的收敛结果,由以上数据可见,马德隆常数随晶胞边长的增大而迅速收敛.µ

该方法适用于NaC1结构以外离子晶体马德隆常数的计算.

2p
1µ
2p+1

2µ
µ

23.06480630.4396651.7522355

43.10240150.4155941.7589975

103.119695110.4050771.7623860

503.122891510.4024531.7626720

1003.1229911010.4023581.7626745

2003.1230162010.4023341.7626750

3003.1230213010.4023291.7626750

4003.1230224010.4023271.7626745

5003.1230235010.4023271.7526750

6003.1230236010.4023261.7626745

7003.1230247010.4023261.7626750
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只计及最近邻间的排斥作用时,一离子晶体离子间的互作用势为

(1)最近邻(2)最近邻以外

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

±

−
=

−

)2(,

)1(,
)(

2

2

r

e
R

e
e
ru

Rρ
λ

式中是常数,R是最近邻距离,求晶体平衡时,原子间总的互作用势.ρλ,

[解答]

设离子数目为2N,以R表示第j个离子到参考离子i的距离,忽略表面效应,则总的相互作用能可表示为jijar=

U=N(表示最近邻)

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±−∑∑−ρ
λ
R

jj

e
Ra

e2'∑

=N,
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−−ρ
λ
µR
eZ
R

e

其中
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±=∑
jia

1'
µ

为马德隆常数,+号对应于异号离子,-号对应于同号离子;Z为任一离子的最近邻数目,设平衡时R=R,由平衡条件
0

得,0
2

0

2

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=−ρ

ρ

λµR

R

e
Z

R

e
N
dR

dU

.0

2

0

2
ρ
λ
µ
ρ
ReZ
R

e−=

平衡时的总相互作用为

.1)(
00

2

0

2

0
0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=−

RR

eN
eZ
R

e
NRU
Rρµ
λ
µρ

设离子晶体中,离子间的互作用势为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

±

+−
=
最近邻以外

最近邻

,

,
)(

2

2

r

e
R

b

R

e

ru
m

(1)求晶体平衡时,离子间总的相互作用势能)(0RU

(2)证明:)(0RU
1

1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝
mm

Z

µ

其中是马德隆常数，Z是晶体配位数µ

[解答]

(1)设离子数目为2N,以R表示第j个离子到参考离子i的距离,忽略表面效应,则总的相互作用能可表示
jij
ar=

U=N(表示最近邻)

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±−∑∑m
jj R

b

Ra

e2'∑

=N,
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
m
R

b
Z
R

eµ

8003.1230248010.4023261.7626750
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其中,为马德隆常数,+号对应于异号离子,-号对应于同号离子.Z为任一离子的最近邻数目,设平衡时R=R由平衡条件⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±=∑
jia

1'
µ0

得=,0
1

0

2

0

2

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

+m
R R

Zmb

R

e
N
dr

dUµ
1

0

−mR

Zmb2eµ

即.

1

1

20

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
m

e

Zmb
R
µ

于是,晶体平衡时离子间总的相互作用势能

=
0U).1(

000

−−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−m
R

NZb

R

b
Z
R

Zmb
N
mmm

(2)晶体平衡时离子间的相互作用势能可进一步化为

=0U.

)(

)(
)1()1(

11

1

1

1

2

1

2

1

1

−−

−

−

−

−

−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
m

m

m

mmm

m

m

m

m

mbZ

e
Nbm

e

Zmb

Z
Nbm
µ

µ

由上式可知.
1

1

0

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∝
mm

Z
U
µ

一维离子链,其上等间距载有正负2N个离子,设离子间的泡利排斥只出现在最近邻离子之间,且为b/R,b,n是常R是两最近邻离子的间
n

距,设离子电荷为q,

(1)试证明平衡间距下=)(0RU;
1

1
4

212

00

2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−
nR

nNq

πε

(2)令晶体被压缩,使,试证明在晶体被压缩单位长度的过程中外力作功的主项为c其中
0R)1(0δ−→R 2δ

c=;
21)1(

0

2

R

nqn−

(3)求原子链被压缩了2时的外力)1(0<<eeNRδδ
[解答]

(1)因为离子间是等间距的,且都等于R,所以认定离子与第j个离子的距离总可表示成为
j
rRar
jj

=

是一整数,于是离子间总的互作用势能
ja

,

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=∑∑
nii
n

jjj R

b

aR

q
N
r

b

r

qN
RU

21

424

2
)('

2

0

2
'

0πεπε
∓

其中+、-分别对应相异离子和相同离子的相互作用.一维离子晶格的马德隆常数(参见本章习题2)为21n2.=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
±∑
iia

1'

利用平衡条件0
)(

0

=
RdR

RdU

得到b=,
n

q

0

1-n

0

2

4

1n2R

πε

=.)(RU⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−

n

n

nR

R

R

Nq10

0

21

4

1n22

πε

在平衡间距下
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.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−
nR

Nq
RU

1
1

4

1n22
)(

00

2

0
πε

(2)将互作用势能在平衡间距附近展成级数

⋯+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=2

02

2

00)(
2

1
)()()(

00

RR
dR

Ud
RR
dR

dU
RURU
RR

由外力作的功等于晶体内能的增量，可得外力作功的主项为

W=,
2

02

2

0)(
2

1
)()(

0

RR
dR

Ud
RURU
R

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

其中利用平衡条件，将R=R，代入上式，得到)1(0δ−

W=.δδ
πε

)2(
4

21)1(

2

1
02

00

2

N R
R

nqn

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −

晶体被压缩单位长度的过程中，外力作的功的主项

=
δ02

W

N R
δ
πε⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
2

00

2

4

21)1(

2

1

R

nqn

令c=(CGS)
2

00

2

4

21)1(

R

nqn

πε

−

得到在晶体被压缩单位长度的过程中，外力作的功的主项为

.
2

δc

（3）设时外力为F,由于在弹性范围内，外力与晶格的形变成正比，所以eδδ=e
F=,F=,)2(0δαN Re)2(0eNRδα

其中为比例系数离子链被压缩过程中外力作的功αeNRδ02

W=eδδα
δδ

dNRNRFdx
eeNR

e0

2

00
02)]2([

0

∫ ∫=

=.
eeeFNRN Rδδα0

22

02
2

1

2

1
)2(=

由于W=,e)2(
2

0e
eNR
c
δ
δ

所以离子链被压缩了时的外力为eNRδ02

F=.e2
0

2)1(21

R

nnq
cee
δ
δ

−
=

9999．设泡利排斥项的形式不变，讨论电荷加倍对N aC1晶格常数，体积弹性模量以及结合能的影响。

[解答]

N aC1离子间的互作用势为

.()
ijij

ij
r

b

r

q
ru+=

0

2

4πε
∓

如果晶体共含有N个原子，令=,R是最近邻离子间的距离，则总的互作用势能
ijrRaj

U=,()⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=∑n
j

ij
R

B

R

qN
ru
N

0

2
'

422πε

µ

式中.∑∑=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
±=
j
n

jjja

b
B
a

'',
1
µ
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若平衡时R=R,由平衡条件0

,0
42

)(
1

0

2

00

2

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

+n
R R

nB

R

qN

dR

RdU

πε

µ

得.1

1

2

0
0)

4
(−=n
q

nB
R
µ

πε

利用体积弹性模量公式

K=

0

2

2

0

2

0

9
R
R

U

V

R
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂

得K=.平衡时的结合能为.)1(
724

00

2

−n
R

q

πε

µ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=
nR

qN
U

1
1

800

2

0
πε

µ

由于晶格常数与成线形关系,于是,当电荷加倍时,晶格常数,体积弹性模量以及结合能与原来值的比值为a0R

.4
)(

)2(

,4
)(

)2(

,4
)(

)2(

1

0

0

1

1

1

1

−

−

+

−

=

=

=

n

n

n

n

n

qU

qU

qK

qK

qa

qa

10101010．两原子间互作用势为
82

)(
rr
ru
βα

+−=

当两原子构成一稳定分子时，核间距为3,解离能为4eV,求和.
�

Aαβ
[解答]当两原子构成一稳定分子即平衡时，其相互作用势能取极小值，于是有

.0
82)(

9

0

3

00

=−=
=rrdr

rdu

rr

βα

由此是平衡时两原子间的距离为,(1)
6

1

0

4
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
α

β
r

而平衡时的势能为.(2)()=0ru2
0

8

0

2

04

3

rrr

αβα
−=+−

根据定义，解离能为物体全部离解成单个原子时所需用的能量，其值等于已知解离能为4eV因此得)(0ru

=4eV.(3)
2

04

3

r

α

再将=3,1eV=1.602*10erg代入(1)(3)两式,得0r
�

A12−

7.69*10erg•cm=α27−2

=1.40*10erg•cm.β
72−8

11111111．N aC1晶体的体积弹性模量为2.4*10帕，在2万个大气城压作用下，原子相互作用势能增加多少？晶格常数将缩小百分之几？（1
10

帕=10个大气压）
5−

[解答]假定在外力作用下,晶体的形变为弹性形变，此时可将K视为常量，由《固体物理教程》（2.6）式

K=,

TV

p
V⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−
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得P .∫ −=−=−
V

VV

V
nKdV
V

K
P

0
0

01

式中=1个大气压,P=2*10个大气压,为晶体在压强为时的体积,0P
4

0V0P

由此得V=V及=V-VK
PP

e
−0

0V∆⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−

1
0

00
K

PP

eV

在弹性形变情况下,体积的相对变化率

.因此,由《固体物理教程》(2.10)式P=,1
V

V

0

<<
∆

0V

V∆
−K

可知体积弹性械量K甚大于压强P,于是

再根据,
K

PPV
V

)(
00

−
≈∆UVP∆−=∆

得相互作用势能增加量为=VPU∆−=∆
K

PPPV)(00−
−

单位体积热能增加量为==1.67*10.
K

PPP
u

)(0−
−=∆3

10

599

10*4.2

)1010*2(10*2
mJ

−83mJ

设晶格常数为,则有,是一常数,于是.a
3
aVλ=λ

00

3
a

a

V

V∆
=

∆

得晶格常数缩小的百分比为

K

PP

V

V

a

a0

003

1

3

1−
=

∆
=

∆

==2.8%.
10

59

10*4.2*3

1010*2−

12121212.雷纳德一琼斯为,

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
612

4)(
rr
ru
σσ
ε

证明:r=1.12时势能最小,且;当r=时,说明和的物理意义.σε−=)(ruσ0)(=ruεσ
[解答]当时取最小值,由极值条件

0rr=)(ru)(0ru

得0

0

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=rrdr

du
06124

7

0

6

13

0

12

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−
rr

σσ
ε

于是有σσ12.1261

0==r
再代入u的表示式得

,

εε

σσ
ε

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

4

1
4

4)(

6

0

12

0

0
rr
ru

当r=时则有σ

,04)(

612

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
σ

σ

σ

σ
εσu

由于是两分子间的结合能,所以即是两分子处于平衡时的结合能,具有长度的量纲,它的物理意义是,是互作用势能为0时)(0ruεσσ

两分子间的间距.\

13.如果离子晶体中离子总的相互作用势能为



13

,⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=−ρ
λ
πε

µr
eZ
r

q
NrU

0

2

4
)(

求晶体的压缩系数,其中为常数,Z为配位数.ρλ,

[解答]压缩系数k等于体积弹性模量K的倒数,即.
K
k

1
=

又.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
=−ρ

ρ

λ

πε

µ
0

0

23

00

2

0

2

0

2

2

0

2

0

299
 R

R

e
Z

R

q

V

NR

R

U

V

R
K

式中为平衡时相邻原子间的距离,由平衡条件0R

,得,0

0

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂

RR

U
0

2
0

23

00

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−ρ

ρ

λ

πε

µR
e
Z

R

q
N

即.

00

2

2
0

RZ

q
eR

λπε

µρρ=−

由以诸式得

k=.

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
−

0

2

00

23

00

2

2

0

0

1

2

1

18

2

9

0

R
qN

V

e
Z

R

q
NR

V

R

ρ
µ

µε

ρ

λ

πε

µρ

14.取一立方体积元,以相对两面中点连线为转轴,列出转动方程,证明应力矩阵是一个对称矩阵.zyx∆∆∆
[解答]

如图2.21所示,在弹性体内取一立方体积元,体积元边长分别为,C点的坐标是x , y , z.对于以前后两面中心A B为转轴的转动,上下zyx∆∆∆,,

表面上的应力形成了力偶,左右两表面上的应力也形成了力偶,体积元绕A B轴转动的转动方程为y xTxyT

,

2

2

zy

zy

zyyz

yz

yz
2

T
2

)
T

(T
2

T
2

)
T

(T

t
I

y
zx
z
zxy
y

z
yx
z
yxy
y

A B

A B∂

∂
=

∆
∆∆−

∆
∆∆∆

∂

∂
+−

∆
∆∆+

∆
∆∆∆

∂

∂
+

θ

图2.12正方体积元六个面上的应力

基中是体积元绕A B轴转动的转动角,是体积元绕A B轴转动的转动惯量,其值为A BθA BI

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛∆
+

∆
∆∆∆=

12

)(

12

)(22zy
zyxI A Bρ

由上式可知,当趋于0时,转动惯量更快地趋于0,于是转动方程化为zyx∆∆∆,,A BI
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0T
T

TT
T

Tzy

zy

zyyz

yz

yz=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂

∂
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂

∂
+y
y
y
y

因为应力的梯度不能突变,所以当趋于时,由上式可得

zyyzTT=
同理可得

.
yxxyzxxzTT,TT==
由此可知,应力矩阵

.

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

zzyzxz

yzyyxy

xzxyxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

TTT

是一个对称矩阵

15151515.六角晶体有5个独立的弹性劲度常数其他常数为零,取轴与x轴重合,取c,33221166445513232211),(
2

1
,,,cccccccccc−====a

轴为z轴,弹性波在x y平面内(任意方向)传播,试求

(1)三个波速;

(2)对应三种模式的质点的位移方向

[解答]

按照已知条件,六角晶体的弹性劲度常数矩阵为

.)(,

00000

00000

00000

000

000

000

121166

66

44

44

331313

131112

131211

ccc

c

c

c

ccc

ccc

ccc

−=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

弹性波的传播方向单位矢量

,jlilI
yx

+=

且有.1
22=+yxll
同《固体物理教程》(2.70)式可求得克利斯夫(Christoffel)方程

.0

00

0)(

0)(

44

2

66

2

116612

6612

2

66

2

11

=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−++

+−+

z

y

x

yxyx

yxyx

V

V

V

cc

clclcllcc

llccclclc

由质点速度的系数行列式的值zyxVVV,,

0

00

0)(

0)(

44

2

66

2

116612

6612

2

66

2

11

=

−

−++

+−+

cc

clclcllcc

llccclclc

yxyx

yxyx

得到

,0)(66116611

2=+−−cccccc

.044=−cc
由以上两式得到三个有效弹性常数

.443662111,,cccccc===

将代入克利斯托夫方程得1c
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.0

,0)()(

,0)()(

11666612

66121166

=

=−++

=++−

z

yxxy

yxxy

V

VlccVlcc

VlccVlcc

将代入前两式,得到)(
2

1
121166ccc−=

.

y

x

y

x

l

l

V

V
=

如图2.13所示,设传播方向与x轴夹角为,则有于是得到θyxll==θθsin,cos

.θcot==
y

x

y

x

l

l

V

V

图2.13波的传播方向与质点运动方向平行

即传播方向就是质点运动的方向,也就是说,对应是一纵波.1c

将代入克利斯托夫方程,得2c

.0

,0)()(

,0)()(

66116612

66126611

=

=−++

=++−

z

yyxx

yyxx

V

VlccVlcc

VlccVlcc

将代入前两式,得到)(
2

1
221166ccc−=

.

x

y

y

x

l

l

V

V
−=

上式对应的几何图像如图2.14所示,由图2.14可知,传播方向与质点运动的方向垂直,也就是说,对应一横波2c

图2.14波传播方向与质点运动方向垂直

将代入克利斯托夫方程,得3c

.0)(

,0)()(

,0)()(

4444

44

2

66

2

116612

661244

2

66

2

11

=−

=−+++

=++−−

z

yxyxyx

yyxxyx

Vcc

VclclcVllcc

VllccVclclc

前两式和的系数行列式的值等于,xVyV



16

.))((44664411
2

44441166446611ccccccccccc−−=+−−

因为,所以和的系数行列式的值不为0,即前两式中和的解必须都为0,因此,对应,质点速度只有
66444411,cccc≠≠xVyVxVyV3c

,显然,这也是一个横波,质点运动的方向与传播方向垂直.0≠zV



1

原子质量为m,间距为a,恢复力常数为的一维简单晶格，频率为的格波βω

，求)cos(qnatAun−=ω
（1）该波的总能量，

（2）每个原子的时间平均总能量。

[解答]

（1）格波的总能量为各原子能量的总和。其中第n个原子的动能为

,)(
2

12

t

u
mn

∂

∂

而该原子与第n+1个原子之间的势能为

2

1)(
2

1
−−nnuuβ

若只为考虑最近邻相互作用，则格波的总能量为

,)(
2
1)(
2
12
1

2

−−+∂

∂
=∑∑nn
n

n

n

uu
t

u
mEβ

将)cos(pnatAun−=ω
代入上式得

,
2
sin])12(
2

1
[sin4
2

1
)(sin222222
2
1
qa
qantAqnatAmE ⋅+−+−=∑∑ωβωϖϖ
设T为原子振动周期，利用

2

1
)(sin
1

0

2=−∫dttT
T

ϕω

可得

()dtqant
T
Adtqnat
T
A qa
T

n

T

n

2

2

2
1

0

22

2
1

0

222sin]12([sin
1
4)(sin
1

2

1
⋅+−+−=Ε∫∑∫∑ωβωω

=AN+.
2

4

1
ωm2
2
sin
22qa
NAβ

式中N为原子总数。

（2）每个原子的时间平均总能量为

2
sinAA
4

12222qam
N

E
βω+=

−

再利用色散关系
2
sin
4
)cos1(
222qa

m
qa
m

ββ
ϖ=−=

便得到每个原子的时间平均能量

22

2

1
Am
N

E
ϖ=

−

一维复式格子，原子质量都为m，原子统一编号，任一原子与两最近邻的间距不同,力常数不同,分别

为和，晶格常数为a,求原子的运动方程及色散关系.1β2β

[解答]

图3.2一维双原子分子链

此题实际是一双原子分子链.设相邻分子间两原子的力常数为，间距为b;一个分子内两原子力常数2β

;晶格常数为a;第n-1,n,n+1,n+2个原子的位移分别为.第n-1与第n+1个原子属1β211,,,++−nnnnuuuu



2

于同一原子,第n与n+1第个原子属于同一个原子,于是第n和第n+1个原子受的力分别为

，)()(1112−+−−−=nnnnnuuuufββ

.)()(121211nnnnnuuuuf−−−=++++ββ
其运动方程分别为

)()(11122

2

−+−−−=nnnn
nuuuu
dt

ud
mββ

)()(121212
1

2

nnnn

nuuuu
dt

ud
m−−−=+++
+ββ

设格波的解分别为

[][]tqnaitaqi
nAeAeu
n
ϖϖ−−==2
1

2
)(

.
[][]tqnaitqbaqi
nBeAeBu
n
ϖϖ−−+

+==2
1

2
)('

1

代入运动方程，得

)()(12
2iqaBeAABAm−−−−=−ββϖ

.)()(21
2ABBAeBmiqa−−−=−ββϖ
整理得

0)()(

,0)()(

2

212

2

2

21

=−++−

=−−+−

BmAe

BeAm

iqa

iqa

ϖββββ

ββϖββ

由于A和B不可能同时为零。因此其系数行列式必定为零。即

.0
)()(

)()(
2

2112

12

2

21=
−++−

+−−+−

ϖββββ

ββϖββ

me

em
iqa

iqa

解上式可得

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
−±
+
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
−±
+
=

21

2

2

21

2121

21

2

2

21

21

2
2

2

212

2
sin
)(

4
11
)(

2
sin
)(

16
42
2

)(

qa

m

qam
mm
m

ββ

ββββ

ββ

ββββ
ϖ

由上式知，存在两种独立的格波，声学格波的色散关系为

,

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
−−
+
=

21

2

2

21

21212

2
sin
)(

4
11
)(qa

m
A
ββ

ββββ
ϖ

光学格波的色散关系为

.

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
−−
+
=

21

2

2

21

21212

0
2
sin
)(

4
11
)(qa

mββ

ββββ
ϖ

由正负离子构成的一维原子链，离子间距为a,质量都为m,电荷交替变化，即第n个离子的电荷

.原子间的互作用势是两种作用势之和，其一，近邻原子的短程作用,力系数为，其二,所
neq)1(−=β
有离子间的库仑作用.证明

（1）库仑力对力常数的贡献为

2.
33

2

)1(
ap

ep−

（2）色散关系

,∑
∞

=

−−−++
1

32

2

0

2

)cos1()1()
2

1
(sin
p

p pqpaqaσ
ϖ

ϖ

其中



3

.
3

2
2

0,
4

a

e

mβ
σ
β
ϖ==

（3）时,格波为软模。475.0,→=σπqa
[解答]

（1）设离子链沿水平方向，第n个离子右端的第n+p个离子与第n个离子间的库仑力为

[].)(
)1()1(
2

2

,

npn

npn

npn
uupa

e
f
−+

−−
−=
+

+

+

上式右端加一负号，是我们规定坐标的正方向，指向右端，考虑到,可将上式展成pauunpn<<−+
级数,取一级近似得)(npnuu−+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
−
−
−≈++
pa

uu

pa

e
f
npn
p

npn

)(2
1
)(

)1(
2

2

,

第n个离子左端的第n-p个离子与第n个离子间的库仑力为

[]2
2

,
)(

)1()1(

pnn

npn

npn
uupa

e
f
−

−

−
−+

−−
=

取一级近似得。⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
−
−
≈−−
pa

uu

pa

e
f
pnn
p

npn

)(2
1
)(

)1(
2

2

,

第个离子和第个离子对第个离子间的库仑作用合力为pn−pn+n

)2(
)1(2
33

2

,npnpn

p

npnuuu
ap

e
f−+
−
≈−+±

可见库仑力对常数的贡献为

33

3

)1(2
ap

ep−

（2）第个离子的运动方程为n

∑
∞

=
±++−+=
1

,1_1)2(
p

npnnnn

nfuuu
dt

du
mβ

设格波解

,])[(tqapnipnAeu
ϖ−+
+=

,
][tqnai

nAeu
ϖ−=
则由离子的运动方程得

.)cos1()1(
2

1
sin
4

)cos1(
)(

)1(2
)cos1(
2

)2(
)(

)1(21
)2(

1

3

3

2
2

1
3

2

1
3

2
2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−
+−=

−−
−
+−−=

∑

∑

∑

∞

=

−

∞

=

−
∞

=

−

p

p

p

p

iqaiqa

p

p
iqaiqa

ppqa
a

e
qa
m

pqa
pa

e
qa
m

ee
pa

e

m
ee
m

β

β

β

β
ϖ

令，可得
3

2
2

0
,
4

a

e

mβ
σ
β
ϖ==3
1

2

2

0

2

)cos1()1(
2

1
sin−
∞

=
∑−−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
pqpaqa
p

pσ
ϖ

ϖ

当，有π=qa
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∑

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

−=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−−=
+
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−=

1
3

011
333

333

2
0

2

1

8

7
21

)2(

11
21
)12(

1
21

7

1

5

1

3

1
121

m

mmm

m

mmm

σ

σσ

σ
ϖ

ϖ
⋯

记)3(
1

1
3
ζ=∑
∞

=mm
则有

σ
ζ

ϖ

ϖ

4

)3(7
1
2

0

2

−=

由此知，当时，由于格波的频率，因此说明此振动475.0
)3(7

4
==
ζ
σ0→ϖ21βϖ∝0→ϖ

模式对应的恢复力系数，相当于弹簧振子系统的弹簧丧失了弹性.所以称的振动模式为软0→β0→ϖ
模.

.证明一维单原子链的运动方程,在长波近似下,可以化成弹性波方程

2

2
2

2

2

x

u
v
t

u

∂

∂
=
∂

∂

[解答]

根据《固体物理教程》(3.4)式,第个原子的运动方程为

)2(112

2

nnn

nuuu
dt

ud
m−+=−+β

因为

n

iqa

n

n

iqa

n

ueu

ueu

−
−

+

=

=

1

1

所以第n个原子的运动方程化为

.n
iqaiqanuee
dt

ud
m)2(
2

2

−+=−β

在长波近似下:

,
2)(
2

1
1,0iqaiqaeqaiqa+±≈→±

运动方程又化为

nn

iqaiqanuqauee
dt

ud
m)()2(22
2

2

−=−+=−ββ

在长波近似下,当为有限整数时,l

111
0

1

0
==
→

+

→

iqla

q
n

n

q
eim
u

u
im

上式说明,在长波近似下,邻近(在半波长范围内)的若干原子以相同的振幅,相同的位相做集体运动,因此(1)

式可统一写成

.ln
lnuqa
dt

ud
m+
+−=)(22
2

2

β

第二章中固体弹性理论所说的宏观的质点运动,正是由这些原子的整体的运动所构成,这些原子偏离子平衡

位置的位移,即是宏观上的质点位移u,从宏观上看,原子的位置可视为准连续的,原子的分离lnu+
可视为连续坐标x,即aln)(+

uAeAeu
tqxitalnqi

n===
−−+
+
)(])([

1

ϖϖ
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于是

,
2

2

1

2)(
x

u
uqn∂

∂
=−+

(2)式化成

,
2

2
2

2

2

x

u
v
t

u

∂

∂
=
∂

∂

其中,是用微观参数表示的弹性波的波速.
m
av
β
=

.设有一长度为L的一价正负离子构成的一维晶格,正负离子间距为,正负离子的质量分别为和,a+m−m

近邻两离子的互作用势为,
nr

b

r

e
ru+−
2

)(

式中e为电子电荷,b和n为参量常数,求

(1)参数b与e,n及的关系,a
(2)恢复力系数,β

(3)时的光学波的频率,0=q0ϖ

(4)长声学波的速度,Av

假设光学支格波为一常数,且对光学支采用爱因斯坦近似,对声学波采用德拜近似，求晶
0ϖϖ=
格热容。

[解答]

(1)若只计及近邻离子的互作用,平衡时,近邻两离子的互作用势以取极小值,即要求

.0
)(
=
=ardr

rdu

由此得到

.
n

ae
b
n12−

=

(2)恢复力系数

.
3

2

2

2)1()(

a

ne

dr

rud

ar

−
==
=

β

(3)光学波频率的一般表达式[参见《固体物理教程》(3.21)式]

.

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+++
+
=

21
'
2

2

21

212212

0
2
sin
)(

16
)()(
2

)(qam
MmMm
mMββ

ββββ
ϖ

对于本题,,,,.所以的光学波频率aqa2'=βββ==21+=mm−=mM0=q

.
()21
3

2

0

)1(2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−+
=
−+

−+

mma

nmme
ϖ

(4)由《固体物理教程》(3.25)式可知,长声学波的频率

.q
Mm
aA
))((21

21'

ββ

ββ
ϖ
++
=

对于本题。q
mm
aA
)(
2
−++
=
β
ϖ

长声学波的速度

。
)(

)1(2
2

−++
−
==
mma

ne

q
vAA
ϖ
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(5)按照爱因斯坦模型,光学波的热振动能

.

1/
0

0
0−
=
TkBea

L
E
ϖ

ϖ
ℏ

ℏ

光学波对热容的贡献

,
2/

/2

0

)1(−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ
==
Θ

Θ

T

T

E

BVo
E

E

e

e

T
k
a

L

dT

dE
C

其中是爱因斯坦温度,其定义为EΘ
B

E
k

0ϖℏ=Θ

按照德拜模型，声学波的模式密度

.

Av

L
D
π
ϖ=)(

电学波的热振动能.

2

0/1

)(
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
−
=∫
ℏ

ℏℏ

ℏ

Tk

v

L

e

dD
E B

A

TkA

D

BAπ

ϖϖϖϖ

ϖ∫
Θ

−

T

x

D

e

xdx/

01

其中,,
Tk
x
B

ϖℏ
=
B

D
D
k

ϖℏ
=Θ

和分别为德拜频率和德拜温度，德拜频率可由下式DϖDΘDϖ

∫∫ ===
DD

A

D

Av

L
d
v

L
dD
a

Lϖϖ

π

ϖ
ϖ
π
ϖϖ
00
)(

求得

.
a

vA
D

π
ϖ=

声学波对热容的贡献

.∫∫
Θ

−
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
==
T

x

x

A

B

Tk

A
VA

DD

Boe

dxex

v

TLk

e

dD

dT

d

dT

dE
C
/

02

22

0/ )1(1

)(

ℏ

ℏ

ℏπ

ϖϖϖϖ

ϖ

∫
Θ

−
=
T

x

x

A

B D

e

dxex

v

TLk/

02

22

)1(ℏπ

在高温情况下,,上式化成xex+≈1

∫
Θ−+

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

+
=
T

x

x
B

VA

D

e

dxexTLk

ne

mma
C
/

02

22
21

2
)1()1(2

)(

ℏπ

.
ℏπ

DBLk

ne

mmaΘ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

+
=−+
221

2
)1(2

)(

先求出高温时的,再求更容易.AEVAC

在甚低温条件下,,∞→Θ)/(TD

[解答]

设原子的质量为,第个原子对平衡位置的位移为第和第个原子对平衡位置的位移Mnnumn+mn−

分别为与(m=1,2,3…)，则第和第个原子对第个原子的作用力为
mnu+mnu−mn+mn−n

.)2()()(,nmnmnmnmnmnmnmmnuuuuuuuf −+=−+−=−+−+βββ
第个原子受力的总合为n

.∑∑
∞

=
−+

∞

=

−+==
11

,)2(
m

nmnmnm

m

mnnuuufFβ
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因此第个原子的运动方程为.n∑
∞

=
−+−+=
1
2

2

)2(
m

nmnmnm
nuuu
dt

ud
Mβ

将格波的试解
)(tqnai

nAeu
ϖ−=
代入运动方程得

∑
∞

=

−−+=−
1

2)2(
m

iqmaiqma

meeMβϖ

[]∑
∞

=

−=
1

1)cos(2
m

mqmaβ

.∑
∞

=

−=
1

2

2
sin4
m

m

qma
β

由此得格波的色散关系为

.∑
∞

=

=
1

22

2
sin
4

m

m

qma

M
βϖ

．采用德拜模型把晶体中的格波看成弹性波,在三维晶体内任意传播方向可存在三支弹性波（两支横波，

一支纵波），设波矢为的第i支弹性波的波动方程为

u(r,t)=Acos(q•r-).(1)
qi,qi,tϖ

任一原子的位移是所有格波引起的位移的迭加，即

u(r,t)=.(2))cos(),(
qi,

,

qi,

,trqAtruqiqiϖ−⋅=∑∑
原子位移平方的长时间平均值

),()),((),(
''

'

q,i
,
qi,

,

2trutrutru
qiqi∑∑⋅=

.∑∑
≠≠

⋅+=
''

''

,
,,

qi,

2

,),(),(),(
qqii
qiqiqi
trutrutru

由于的数目非常大,为（是原子总数）数量级，而且取正事负的几率相等，),(),('',,trutruqiqi⋅
2
N N

因此上式对()的求和项与对()的求和项相比是一小量，可以略去,于是得
'',qqii≠≠qi,

=),(2tru∑
qi,

2

,),(truqi

由于为t的周期函数，其长时间平均值等于一个周期内的时间平均值，因此上式右边中的),(,truqi

可用在一周期内的时间平均值代替，在绝对零度下，所有的热振动模式均未被激发，即),(2tru),(2tru

只有零点振动,且一个频率为的零点振动的能量ϖ

.ϖℏ
2

1
0=E

弹性波动能的时间平均值为),(,truqi

dt
dt

trdu
dr
T
T

cV

Tqi

qi∫ ∫⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
0

2

,

,

),(

2

11
ρ

∫ ∫−⋅=
Cv

Tqi
dttrqdr
T

A
})(sin{
20
2

2

,

2

ϖ
ρϖ

.
2

,

2

4

1
qicAVρϖ=

式中是晶体质量密度,是其体积,T为弹性波的振动周期.ρ
cV

由于动能与弹性势能的时间平均值相等，它们均为总能量的一半，所以有，
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.ϖρϖℏ
4

1

2

1

4

1
0

2

,

2

,===EAVTqicqi

于是得到

.
ϖρϖρcc
qi
VV

E
A
ℏ
==
2

02

,

2

位移的平方的时间平均值为),(
,
tru
qi

∫−⋅=
T

qiqidttrqA
T
tru
0

22

,

2

,)(cos
1
),(ϖ

.
2

,
2

1
qiA=

由以上两式得.
ϖρϖρcc
qi
VV

E
tru
2
),(
2

02

,

ℏ
==

此为绝对零度下一个振动模动对原子位移均方值的贡献，将其代入（3）式得

∑=
qi,

2

,

2

,),(),(trutruqiqi

cVρ

1
=∑
qi,
2

0

ϖ

E

.∑=
qicV,

1

2ϖρ

ℏ

把上述求和化为对的积分，得ϖ

∫=
D

dED
V
tru
c

qi

ϖ

ϖϖ
ρ0
0

2

,)(
1
),(

.ϖ
ϖ

ϖ

ρ

ϖ

d
D

V

D

c
∫=0
)(

2

ℏ

再将德拜模式密度
32

2

2

3
)(
p

c

v

V
D
π

ϖ
ϖ=

代入上式得∫=
D

d
v
tru
p

qi

ϖ

ϖϖ
ρπ032
2

,
4

3
),(
ℏ

.
32

2

8

3

p

D

vρπ

ϖℏ
=

若晶体共有N个原子,则上式的德拜频率

.p
c

Dv
V

N
31

26⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=πϖ

采用德拜模型，求出时原子的均方位移，并讨论高低温极限情况。0≠T
[解答]

在时，上题中的（3）式仍成立，即仍有0≠T

ϖϖϖ
ϖ

duDtrutru
D

qiqi∫∑==0
2

qi,

2

,

2

,)()(),(),(

但频率为的格波能量为ϖ

.ϖϖ
ϖ
ℏ
ℏ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+
1

1

2

1
)(
/TkBe
E

而其动能平均值为
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,ϖϖϖ
ϖ
ℏ
ℏ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+==
1

1

2

1

2

1
)(
2

1
)(
/TkBe
ET

动能又可以表示为)(ϖT

.
22

4

1
)(AVTcρϖϖ=

由以上两式可得

.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+==
1

1

2

12)(2
/2

2

Tk
cc
BeVV

E
A
ϖρϖρϖ

ϖ
ℏ

ℏ

频率为的格波所引起的原子的均方位移是ϖ

.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
+==
1

1

2

1)(

2

1
)(
/2

22

Tk
cc
BeVV

E
Au
ϖρϖρϖ

ϖ
ϖ
ℏ

ℏ

由于（1）与上题中（6）式相似，可得所有格波引起的原子的均方位移，

∫=
D

dE
v
tru
p

ϖ

ϖϖ
ρπ032
2)(
2

3
),(

，∫⎟⎠
⎞
⎜
⎝

⎛
−
+=D
B
d
evTkp

ϖ

ϖ
ϖϖ
ρπ0/321

1

2

1

2

3
ℏ

ℏ

再令，
Tk
x
B

ϖℏ
=

并利用，

B

D

D
k

ϖℏ
=Θ

，
3

33

3

3

6

1

ℏ

DBc

p

k

N

V
v
Θ
=
π
得

xdx
ek

T

V

N
tru
T

x

DBc

qi

D

)
1

1

2

1
(
9
),(
/

03

22
2

,∫
Θ

−
+
Θ
=
ℏ

ρ

。xdx
ek

T

M

NT
x

DB

D

)
1

1

2

1
(
9/

03

22

∫
Θ

−
+
Θ
=
ℏ

式中为晶体的总质量
cVMρ=

在高温情况下，，xex+≈1

xdx
ek

T

M

N
tru
T

x

DB

D

)
1

1

2

1
(
9
),(
/

03

22
2∫
Θ

−
+
Θ
=
ℏ

。
3

22
/

03

2299

DB

T

DBk

T

M

N
xdx
x

x

k

T

M

N D

Θ
=
Θ
=∫
Θℏℏ

可见，在高温下，原子的均方位移与温度T的一次方或正比.

在甚低温条件下,,积分∞→Θ)/(TD

是一常数，∫∫
∞Θ
=
−
+=
−
+
0

/

0
)
1

1

2

1
()
1

1

2

1
(Cxdx
e
xdx
ex
T

x

D

于是

,
3

22
29),(
DBk

T

M

CN
tru
Θ
=
ℏ

即在甚低温条件下，原子的均方位移与温度T的平方成正比.

求出一维简单格的模式密度.)(ϖD
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{解答}

一维简单晶格的色散关系曲线如图3．3所示,由色散曲线的对称性可以看出,区间对应两个同样大ϖd

小的波矢区间.区间对应有个振动模式,单位波矢区间对应有个振动模式,范围则包dq
a

π2

a

L

π2

L
ϖd

含

ππ

dqLdqL
=
2

2

个振动模式,单位频率区间包含的模式数目定义为模式密度,根据这一定义可得模式密度为.
ϖπd

dqL

图3.3一维简单晶格的色散关系

由色散关系得

.dq
qa

m
ad⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
2
cos

21
β
ϖ

得下式代入前式,得到模式密度

.
22

02

21

2

)
2
(sin1

1
)(
ϖϖπβπ
ϖ
−
=

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
a

L

qa

m

a

L
D

.设三维晶格一支光学波在q=0附近,色散关系为,证明该长光学波的模式密度
2

0)(Aqq−=ϖϖ

.0
21

0232
,)(
1

4
)(ϖϖϖϖ
π
ϖ<−=
A

V
Dc

[解答]

解答一:《固体物理教程》(3.117)式可知,第支格波的模式密度,α

,∫∇
=
αϖπ
ϖ
S
q

cdSVD
3)2(
)(

其中是第支格波的等频面,因为已知光学波在q=0附近的等频面是一球面,所以
α
SαAqq2=∇ϖ

∫=
απ
ϖ
S

cdS
Aq

V
D
2

1

)2(
)(
3

.
223

21

0
2

34

)(

2

4

)2(π

ϖϖπ

πA

V

Aq

qVcc−==

解法二:

考虑q空间中的无穷小间隔dq,与此对应的频率间隔为设分别表示单位频率间隔内和ϖd)(),(qDDϖ

单位波矢间隔内的振动方式数,由这两种间隔内所含的振动方式数相等得

.dqqqDdD24)()(πϖϖ=
由《固体物理教程》(3.36)式知

,
3)2(
)(
π

cVqD=
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及在q=0附近.Aq
dq

d

A
q2,02=
−
=
ϖϖϖ

由以上诸式得

21

010

3

1

2)2(
)2(
4)(4)(

−

−

−
−−
=
A
A
A

V

dq

d
qqDD c
ϖϖϖϖ

π
π
ϖ
πϖ

.
0

21

0232
,)(
1

4
ϖϖϖϖ
π
<−=
A

Vc

设固体的熔点对应原子的振幅等于原子间距的10%的振动,推证,对于一维简单晶体,接近熔点时
mTa

原子的振动频率

,

21
502
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
M

Tk

a

mBϖ

其中是原子质量.M
[解答]

当质量的的原子以频率及等于原子间距的10%的振幅振动时,由本章率1题可知,其振动能为ϖa

.

2

222

102

1

2

1
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==
a
MAMEϖϖ

在熔点时,原子的能量可按能量均分定理处理,即一个一维原子的平均能量为,于是有
mTmBTk

,mBTk
a
M=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
2

2

102

1
ϖ

由此得.

21
502
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=
M

Tk

a

mBϖ

设一长度为的一维简单晶格,原子质量为m间距为,原子间的互作用势可表示成L a

.试由简谐近似求)cos()(
a
AaU
δ
δ−=+

(1)色散关系;

(2)模式密度;)(ϖD
(3)晶格热容(列出积分表达式).

[解答]

(1)根据已知条件,可求得原子间的弹性恢复力系数

.
2

0

2

2

2

2

a

A

d

Ud

dr

Ud

a

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
δ
β

将上式代入《固体物理教程》一维简单晶格的(3.7)式,得到色散关系

,)
2
sin(0
qa
ϖϖ=

其中.

21

0

2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
m

A

a
ϖ

(2)在本章第9题,我们曾求得一维简单晶格的模式密度,在此,再对这一问题进行求解,根据《固体物理教

程》（3.7）式知,一维简单晶格简正振动格波的色散关系为

,)
2
sin(2
qa

m

β
ϖ=

此式表明为q的偶函数,设分别表示单位频率间隔内和q空间中单位间隔的振动方式数,ϖ)(),(qDDϖ

考虑到振动方式总数为原子总数N可得
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,∫∫ −==
a

a

NdqqDdD
π

π

ϖ

ϖϖ)()(
0

0

由为常数得)(qD

∫−==
a

a

N
a
qDdqqD
π

π

π2
)()(

因此.
π2
)(
Na
qD=
π2
)(
Na
qD=

再由

∫ ∫∫ ==aadqqDdqdq
d
DdD
ππ
ϖϖ
ϖϖϖ
000
)(2)()(
0

得,)(2)(qD
dq

d
D=
ϖ
ϖ

又

,
2122

0

21

2

0)(
2
)
2
sin(1
2
)
2
cos(ϖϖϖ
βϖ
−=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−==
aqaaqa

m
a
dq

d

式中

.
m

β
ϖ20=

由此得

.

1

2122

0

1)(
2
))((2)(

−

−

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−==ϖϖ
π

ϖ
ϖ
aNa

dq

d
qDD
2122

0)(

12

ϖϖπ−
=
a

(3)频第为的格波的热振动能为ϖ

.

1
/−TkBeϖ
ϖ
ℏ

ℏ

整个晶格的热振动能

.∫−=
0

0/1

)(ϖ
ϖ

ϖϖϖ
TkBe

dD
E
ℏ

ℏ

则晶格的热容

.

()∫ −−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==D
B

B

Tk

Tk

B

BV

e

de

Tka

L
k
dT

dE
C
ϖ

ϖ

ϖ

ϖϖ

ϖϖ

022

0

2/

/
2

1

2

ℏ

ℏ
ℏ

对一维简单格子,按德拜模型,求出晶格热容,并讨论高低温极限.

[解答]

按照德拜模型,格波的色散关系为.由图3.4色散曲线的对称性可以看出,区间对应两个大小vq=ϖϖd

的波矢区间dq.区间对应有个振动模式,单位波矢区间对应有个振动模式,范围则包含
a

π2

a

L

π2

L
ϖd

ππ

dqLdqL
dz==
2

2

个振动模式,单位频率区间包含的模式数目定义为模式密度,根据这一定义可得模式密度为

.

v

L

d

dqL

d

dz
D
πϖπϖ
ϖ===)(
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图3.4一维简单格子德拜模型色散关系

再利用

,∫==
0

0
)(
ϖ

ϖϖ
a

L
NdD

式中为原子总数,为晶格常数,得Na

.v
a

π
ϖ=0

根椐《固体物理教程》（3.119）式得其热容量

()∫−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
D

B

B

Tk

Tk

B

BV

e

dDe

Tk
kC
ϖ

ϖ

ϖ
ϖϖϖ

02/

/2

1

)(
ℏ

ℏ

ℏ

.

()∫−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
D

B

B

Tk

Tk

B

B

e

dDe

Tk
k
ϖ

ϖ

ϖϖϖϖ

02/

/
2

1

)(

ℏ

ℏ
ℏ

作变量变换

,
Tk
x
B

ϖℏ
=

得,∫
Θ

−
=
T

x

x

B
V

D

e

dxex

v

TLk
C
/

02

22

)1(ℏπ

其中.

B

D
k

0ϖℏ=Θ

在高温时,是小量,上式中被积函数x

1
)1(2

2

≈
−x

x

e

ex

因此,晶格的高温热容量.BBVNkk
a

L
C==

在甚低温时,.,是的被积函数按二项式定理展成级数∞→Θ)/(TDVC

.∑
∞

=

−−=−=
−1
222

2

2

)1(
)1(n

nxxx

x

x

nexeex
e

ex

则积分

,
3

1
2
)1(

2

1
2
1
0

2

02

2π
===
−∑∑∫∫
∞

=

∞

=

∞−∞

nn

nx

x

x

n
dxxne
e

dxex

由此得到低温时晶格的热容量

.
v

TkL
CBV
ℏπ

π

3

2

=

对二维简单格子,按德拜模型,求出晶格热容,并讨论高低温极限.

[解答]

德拜模型考虑的格波是弹性波,波速为的格波的色散关系是.在二维波矢空间内,格波的等频线vvq=ϖ
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是一个个圆周,如图3.5所示,在区间内波速为的格波数目)(dqqq+→)(dqqq+→v

,
222
2
)2(v

dS
qdq
S
dz
π

ϖϖ
π
π
=⋅=

式中是二维晶格的总面积,由此可得波速为的格波的模式密度Sv

.
22
)(
v

S

d

dz
d
π

ϖ

ϖ
ϖ==

图3.5二维波矢空间

考虑到二维介质有两支格波,一支纵波,一支横波,所以,格波总的模式密度

,
2
)(
pv

S
D
π

ϖ
ϖ=

式中

,⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
222

112

TLpvvv

其中是纵波速度,是横波速度,格波的振动能LvTv

.()∫−=
m

BTk

pev

dS
E
ϖ

ϖπ

ϖϖ

0/2

2

1ℏ
ℏ

晶格的热容量

.

()∫−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
m

B

B

Tk

Tk

B

B

p

V

e

de

Tk
k
v

S
C
ϖ

ϖ

ϖϖϖϖ

π02/

/
2

2
1ℏ

ℏ
ℏ

积分上限由下式
mϖ

Nd
v

S
dD
m

p

2)(
020
==∫∫
ϖϖ

ϖ
π

ϖ
ϖϖ

求出,由此得到

,pmv
S

N
21

4⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=πϖ

式中为原子个数,作变量变换N

,
Tk
x
B

ϖℏ
=

晶格热容量,∫
Θ

−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
T

x

x

B

p

B
V

D

e

dxexTk

v

Sk
C
/

02

22

2)1(ℏπ

其中.

B

m

D
k

ϖℏ
=Θ

当温度较高时,,xex+≈1

.∫
Θ
=
Θ
⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
T

B

DB

p

B

x

x
B

p

B

V

D

Nk
T

Tk

v

Sk

e

dxxeTk

v

Sk
C
/

02

22

22

32

2
2
2)1(ℏℏππ
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可见德拜模型的高温热容与经典理论是一致的.

当温度甚低时,.积分∞→Θ)/(TD

,)3(6
1
6
)1(1
3
1
0

3

02

3

ζ===
−∑∑∫∫
∞

=

∞

=

∞−∞

nn

nx

x

x

n
dxxne
e

dxxe

则有,
2ATCV=

式中.
22

3
)3(6

ℏp

B

v

Sk
A
π

ζ
=

由此可见,在甚低温下,二维晶格的热容量与温度的平方成正比,

试用德拜模型,求时,晶格的零点振动能.KT0=
[解答]

频率为的零点振动能为,因此晶格总的零点振动能为ϖϖℏ
2

1

.∫=
D

dDE
ϖ

ϖϖϖ
0
0)(
2

1
ℏ

根据德拜模型,对三维晶体有,

,
32

2

2

3
)(
p

c

v

V
D
π

ϖ
ϖ=

因此

.
4

32016

3
m

p

c

v

V
Eϖ
π

ℏ
=

再利用,Dp
c

mv
V

N
ϖπϖ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
31

26

,

B

D

D
k

ϖℏ
=Θ

又可得.DBmNkNEΘ==
8

9
6
16

32
20
ϖπ
π
ℏ

.对三维晶体,利用德拜模型,求

(1)高温时范围内的声子总数,并证明晶格热振动能与声子总数成正比.Dϖ~0

(2)甚低温时范围内的声子总数,并证明晶格热容与声子总数成正比.
Dϖ~0
[解答]

(1)频率为的格波的声子数ϖ

.

1

1
)(
/−
=
TkBe
n
ϖ
ϖ
ℏ

高温时,
Tk
eTk
B

Tk

B
B
ϖ
ϖϖ
ℏ
ℏ
ℏ+≈→1,0)(/

于是.
Tk
n
B

ϖ
ϖ
ℏ
=)(

声子总数为.
'Nϖϖϖ
ϖ

dDnN
D

)()(
0

'∫=
对于德拜模型,模式密度

.
32

2

2

3
)(
p

c

v

V
D
π

ϖ
ϖ=



16

则高温时声子总数.T
v

V
N
p

Dc

32

2

'

2

3

ℏπ

ϖ
=

可见,在高温时,声子总数与温度成正比.T
高温时,晶格的热振动能

.()Tv
kV

v

dTkV

ev

dV
E
p

DBc

p

Bc

Tk

p

cDD

B 3

3

032

2

0/32

3

22

3

12

3

π

ϖ

π

ϖϖ

π

ϖϖϖϖ

ϖ
==
−
=∫∫ℏ
ℏ

上式说明,在高温时,热振动能与温度也成正比,因此在高温时晶格的热振动能与声子总数成正比.T
(2)声子总数

.()∫∫ −==
D

B

D

Tk

p

c

ev

dV
dDnN
ϖ

ϖ

ϖ

π

ϖϖ
ϖϖϖ
0/32

2

0

'

12

3
)()(
ℏ

取变量变换,
Tk
x
B

ϖℏ
=

则在甚低温下

,()
3

0332

232

0/32

2

'

)1(2

3

12

3
AT
ev

dxxTkV

ev

dV
N
x

p

Bc

Tk

p

cD

B ∫∫
∞
=
−
=
−
=
ℏ
ℏππ

ϖϖϖ

ϖ

其中

∑∫∫
∞

=

∞−∞⎟
⎠
⎞⎜
⎝
⎛=
−
=
1
0

2

332

2

0

2

332

2

2

3

12

3

m

mx

p

Bc

x

p

Bcdxex
v

kV

e

dxx

v

kV
A
ℏℏππ

.
332

2

1
3332

2)3(32

2

3

p

Bc

mp

Bc

v

kV

mv

kV

ℏℏπ

ζ

π
==∑
∞

=

由德拜定律可知,在甚低温下固体比热与温度成正比,由此得到，在甚低温下固体比热与声子总数成正
3T
比.

按德拜近似,证明高温时的晶格热容

.

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ−=
2

20

1
13
T
NkCDBV

[解答]

由《固体物理教程》式(3.132)可知

.∫
Θ

−
=
T

x

x

p

Bc
V

D

e

dxxe

v

TkV
C
/

02

4

332

34

)1(2

3

ℏπ

在高温时,,则在整个积分范围内x为小量,因此可将上式中被积函数化简为DTΘ>>

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

+

≈

+

≈
−
=
−−12
1

12
1)
24
(
)()1(

2
2

2

2

2
3

4

222

4

2

4x
x
x

x

x
x

x

ee

x

e

xe
xxx

x

将上式代入的表示式,得
VC

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ=
53

332

34

60

1

3

1

2

3

TTv

TkV
CDD

p

Bc

V
ℏπ

.

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ=
23

332

34

20

1
1
3

1

2

3

TTv

TkV
DD

p

Bc

ℏπ
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将p
cBB

D
D v
V

N

kk

31

2

2
6⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==Θπ
ϖℏℏ

代入上式得.

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ−=
2

20

1
13
T
NkCDBv

.晶体的自由能可写成,),()(2VTFVUF+=

若,求证⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ=
T
TfF D2

,⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

∂

∂
+
∂

∂
−=
T
f

T

VV

U
P D

)
1
(0

γ

式中为格林爱森常数γ
[解答]

根据,
V

F
P
∂

∂
−=

得⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

∂

∂
−
∂

∂
−==
∂

∂
−
∂

∂
−=
T
f
V
T
V

U

V

F

V

U
P D2

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

Θ∂

∂Θ
−
∂

∂
−=
T
f
dV

d
T
V

UD

D

D

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

Θ∂

∂ΘΘ
−
∂

∂
−=
T
f
nVd

nd

V
T
V

UD

D

DD

1

1

.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

Θ∂

∂Θ
+
∂

∂
−=
T
f
V
T
V

UD

D

D γ

式中为格林爱森常数,再由
nVd

nd

nVd

ndDD

1

1

1

1ϖ
γ−=
Θ
−=

,⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ∂

∂
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

Θ∂
∂
T
f

T

TT
f D

D

D

D

1

,⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ∂

∂
Θ=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∂

∂
T
f

T

T
f

T

D

D

D

D

1

得

.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∂

∂
Θ
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

Θ∂
∂
T
f

T

TT
f D

D

D

D1

1

将此结果代入P的表示式,便得

.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∂

∂
+
∂
∂
−=
T
f

T

VV

U
P D

10

γ

证明,
γ−∝ΘcDV
式中为格林爱森常数.γ

[解答]



18

由格林爱森常数的定义式γ

,
nVd

nd

1

1ϖ
γ
−
=

得.nVdnd11γϖ−=
对确定的晶体,可视为常量,因此上式直接积分得γ

,CnVnc+−=11γϖ

由此得,
γ
ϖ
cV

C'
=

.
γ
ϖ
c

D
V

C''
=

再利用德拜温度的定义式DΘ

,

B

D
D
k

ϖℏ
=Θ

得.
γ−=Θc
B

DV
k

C''ℏ

上式表明.
γ−∝ΘcDV

证明,

v

cVD

C

V

dP

ndα
=
Θ1

其中P为压强,为体膨胀系数.
Vα

[解答]

由上题结果
γ−=Θc
B

DV
k

C''ℏ

可得,
cDnVCn11
'''
γ−=Θ

,
Kp

V

VdP

nd
T

c

c

D γγ=
∂

∂
−=
Θ
)(
11

式中为体积弹性模量[参见《固体物理教程》(2.11)]再利用(3.158)式

T

c
V

P
VK⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−=

,

c

V

V
V

C

K

γ
α=

得.

V

cV

C

V

K

αγ
=

因此.

V

cVD

C

V

KdP

ndαγ
==
Θ1

设某离子晶体中相邻两离子的互作用势能

,
9

2

)(
r

b

r

e
rU+=

b为待定常数,平衡间距,求线膨胀系数.mr
10

010*3
−=Lα
[解答]

根据《固体物理教程》（3.148）式,线膨胀系数可近似表示为Lα

.
2

0β

η
α
r

kB
L=
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式中,.

0

2

2

r
dr

Ud
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=β
0

3

3

2

1

r
dr

Ud
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=η

由平衡条件,0
9
10

0

2

0

2

0

=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
r

b

r

e

dr

dU

r

得.
8

0

2

9

1
reb=

于是,
3

0

2

11

0

3

0

2

2

28902

0

r

e

r

b

r

e

dr

Ud

r

=+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=β

.
4

0

2

12

0

4

0

2

3

3529906

2

1

2

1

0

r

e

r

b

r

e

dr

Ud

r

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=η

将以上结果及下列数据:

,cmr
8

010*3
−=

CGSE,
1010*806.4−=e
=1.381*10erg/KBk
16−

代入的表示式,得Lα

210

168

2

0

)10*806.4(*64

10*381.1*10*3*52

64

52
−

−−

==
e

krB
Lα

.)(10*46.115−−≈K
证明晶体自由能的经典极限为

.∑⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
iB

i

B
Tk
nTkVUF
ϖℏ
1)(

[解答]

根据《固体物理教程》式(3.153),晶体自由能为

.∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−++=
i

Tk

Bi
BienTkVUF)1(1
2

1
)(/ϖϖℏℏ

.∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−++=
i

Tk

B

i

B
Bien
Tk
nTkVU)1(1
2

1
1)(
/ϖϖℏℏ

在经典极限时,,因而有
iBTkϖℏ>>

,0
2

1
→
TkB

iϖℏ

.
Tk
e
B

iTkBi
ϖϖℏℏ−≈1/

将此两式代入F的表示式,便得

.∑⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
iB

i

B
Tk
nTkVUF
ϖℏ
1)(

按照爱因斯坦模型,求出单原子晶体的熵,并求出高低温极限情况下的表达式.

[解答]

由《固体物理教程》式(3.153)可知,晶体自由能为

.∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−++=
i

Tk

Bi
BienTkVUF)1(1
2

1
)(/ϖϖℏℏ
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利用熵与自由能F的关系,S
VT

F
S⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
−=

可得.∑
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−
−
=−
i

Tk

Tk

Bi

B
Bi

Bi
en
e

Tk
kS)1(1
1

/ /
/

ϖ

ϖ

ϖ
ℏ

ℏ

ℏ

设单原子晶体有N个原子,按照爱因斯坦模型,有

,ϖϖϖϖϖ====N3321⋯

于是.

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−
−
=−)1(1
1

/
3/
/

Tk

Tk

B
B
B

B
en
e

Tk
NkSϖ
ϖ

ϖℏ
ℏ

ℏ

再引入爱因斯坦特征温度,即EΘ

,

B

E
k

ϖℏ
=Θ

并作变量变换

,
TTk
x E

B

Θ
==
ϖℏ

则进一步得到

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−
Θ
=Θ−
Θ
)1(1
/
3/
/

T

T

E
B
E

E
en
e

T
NkS

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−
−
=−)1(1
1
3x
xB
en
e

x
Nk

在高温时,,,,可得1<<x1
1
≈
−xe

x
xex≈−−1

.⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

Θ
≈⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Θ
−=−≈
E

B

E

BB

T
nNk
T
nNknxNkS13113)11(3

甚低温是,,,,可得1>>x xxee≈−111≈−xe

.
TE

B

x

B
Ee
T
NkxeNkS
/
33
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从高低温极限可以看出,温度越低晶格系统的熵越小,当温度趋于时,晶格系统的熵趋于0.这些结论与K0
经典理论一致.

其中∫
∞

−
=
02

2

)1(x

x

e

dxex
C

是一常数，晶格的热容.VAVOVCCC+=



求证在立方密积结构中,最大的间隙原子半径r与母体原子半径R之比为

414.0
R

r

[解答]

对于面心立方结构,如图4.1所示,1原子中心与8原子中心的距离,等于1原子中心与2原子中心的距离,

对于立方密积模型,

图4.1面心立方晶胞

因为1原子与8原子相切,所以1原子与2原子也相切,同理,1,2,3,4原子依次相切,过1,2,3,4原子中心

作一剖面,得到图4.2.1与2间的距离为

图4.2通过面心立方晶胞上下左右面心的剖面图

,aR
2

2
2=

即.与1,2,3,4相切的在1,2,3,4间隙中的小球的半径r由下式决定aR
4

2
=

,22rRa+=

即.ar)
4

2

2

1
(−=

于是有.414.012=−=
R

r

假设把一个Na原子从Na晶体中移到表面上所需的能量为1eV,计算室温时肖特基缺陷的浓度.

[解答]

对于肖特基缺陷,在单原子晶体中空位数为

Tk
u

BNen
1

1

−

=

式中N为原子数,为将一个原子由晶体内的格点移到表面所需的能量,取室温时，得到温时1uKT300=

肖特基缺陷的相对浓度

176.38
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1

10*72.1

300*10*38.1
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e
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nTk
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在上题中,相邻原子向空位迁移时必须越过0.5eV的势垒,设原子的振动频率为10Hz试估计室温下空位
12

的扩散系数.计算温度时空位的扩散系数提高百分之几.C
�

100
[解答]

由《固体物理教程》(4.32)式可知,空们扩散系数的表示式为
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式中为空们跳跃一步所跨的距离,为与空们相邻的原子的振动频率,为形成一个空位所需要的能a01v1u

量，为相邻原子抽空位迁移时必须越过的势垒高度,已知晶体是体心立方结构,晶格常数1E

空位每跳一步的距离为，Hz，1eV，0.5eV将上述
�

Aa282.4'=2/3'aa=
12

0110=v=1u=1E

数据代入(1)式,得到，373K时空位扩散系数分别为KT300=
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于是得到

.
4

3001

3001373110*451.8=
−

K
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D
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从上式可知,温度时空位的扩散系数比室温下空位的扩散系数提高4个数量级.C
�

100
对于铜,形成一个不肖特基缺陷的能量为1.2eV,形成一个填隙原子所需要的能量为4eV.估算接近

1300K(铜的熔点)时,两种缺隙浓度时的数量级差多少.

[解答]

根据《固体物理教程》中(4.19)(4.20)式可知,空位和填隙原子的数目分别为,
TkuBNen/1
1−=

.
TkuBNen/2
21−=

在第二式中已取间隙位置数等于原子数,由上述两式得单位体积铜中空位和填隙原子的浓度分别为

,
TkuBe
m

N
nC
/0

11
1−==
ρ

.
TkuBe
m

N
nC
/0

22
21−==
ρ

.
TkuBe
m

N
nC/022
21−==
ρ

式中m为摩尔质量,为质量密度,将ρ
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=m
23

010*022.6=N
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代入和得1C2C
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.
313369.352810*674.2*10*454.8−−−==mme

从以上两式可以看出,接近(铜的熔点)时,肖特基缺陷和填隙原子缺陷浓度相差11个数量级.K1300
在离子晶体中,由于,电中性的要求,肖特基缺陷都成对地产生,令n代表正负离子空位的对数,E是形成一



对肖特基缺陷所需要的能量,N为整个离子晶体中正负离子对的数目,证明.
TkEBNen
2/−
=
[解答]

由N个正离子中取出n个正离子形成n个空位的可能方式数为
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同样.由个负离子中取出个负离子形成个空位的可能方式数也为

.
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因此,在晶体中形成对正,负离子空位的可能方式数为
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与无空位时相比,晶体熵的增量为
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若不考虑空位的出现对离子振动的影响,晶体的自由能

,
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N
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其中是只与晶体体积有关的自由能,利用平衡条件
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由于,因此得nN>>
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试求有肖特基缺陷后,上题中的体积的相对变化为无缺陷时的晶体体积.VVV./∆

[解答]

肖特基缺陷是晶体内部原子跑到晶体表面上,而使原来的位置变成空位,也就是说,肖特基缺陷将引起

晶体体积的增大,设每个离子占据体积为则当出现n对正、负离子空位时,所增加的体积为.vnvV2=∆

而晶体原体积为.NvV2=

由以上两式及上题中的结果
TkEBNen2/−=

得.
TkEBe
N

n

V

V2/−
==
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设NaC1只有肖特基缺陷,在时用X射线衍射测定NaC1的离子间距,由此确定的质量密度算得的C�800

分子量为58.430,而用化学方法测定的分子量为58.454.求在时缺陷的相对浓度.C�800
[解答]

即使在时,晶体是的缺陷数目与正常格点上的原子数目相比也是很少的,因此,在忽略热膨胀的影C�800
响的情况下,X射线测得的离子间距可视为正常离子间的距离,设NaC1晶体的离子间距为d,则晶格常数

为2d,一个晶胞内包含4个NaC1分子,再设晶体总质量是M,无缺陷时体积为有缺陷时体积V,用X射线0V

方法确定的分子质量可表示为
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用化学方法测得的分子质量可视为真实的分子质量,可表示为
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设用射线方法和化学方法测定的分子量分别为则进一步得,,'AA

,
'

0

32
AN
V

Md
=

,AN
V

Md
=0
0

32

基中为阿伏加德罗常数,由以上两式得0N
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以表示缺陷时的相对浓度,利用上题结果
N
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N
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V
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得缺陷的相对浓度

.
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'
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430.58
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1−=−=−=
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对下列晶体结构,指出最密原子排列的晶列方向,并求出最小滑移间距.

(1)体心立方;

(2)面心立方.

[解答]

(1)体心立方晶系原胞坐标系中的晶面族的面间距)(321hhh

.
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32)()()(
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hhhhhh

a
dhhh
+++++
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可以看出,面间距最在的晶面族是{001},将该晶面指数代入《固体物理教程》(1.32)式,得到该晶面族对应

的密勒指数为{001}.面间距最大的晶面上的格点最密，所以，密勒指数{001}晶面族是格点最密的面，面间

距在的晶面间的结合力小,所以格点最密的面便是滑移面.最密的线一定分布在格点最密的面上.由图4.3

虚线标出的(110)晶面容易算出,最密的线上格点的周期为

.a
2

3

具有简单晶格的晶体滑移时,是一个晶格周期一个晶格周期的一步步滑移,因此,最小滑移间距为.a
2

3

图4.3体心立方晶胞



(2)面心立方晶系原胞坐标系中的晶面族的面间距)(321hhh
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可以看出,面间距最大的晶面族是{111}.由第一章第15题可知,对于面心立方晶体,晶面指数与)(321hhh

晶面指数(hkl)的转换关系为

将晶面指数{111}代入上式,得到该晶面族对应的密勒指数也为{111}.面间距最大的晶面上的格点最密，所

以密勒指数晶面族是格点最密的面，即{111}晶面族是滑移面。格点最密的线一定分布在格点最密的面上,

由图4.4虚所标出的(111)晶面上的格点容易算出,最密的线上格点的周期为

.a
2

2

具有简单晶格的晶体滑移时,是一个晶格周期一个晶格周期的一步步滑移,因此最小滑移间距为

.a
2

2

图4.4面心立方晶胞

铜是面心立方结构,原子量设为,绝对零度时晶格常数为,设热缺陷全为肖特基缺陷,测得铜在温度Wa
T,下的质量密度为,或者测定出膨胀系数为,求形成一个肖特基缺陷所需要的能量.ρβ

[解答]

肖特基缺陷跑到晶体表面上,使晶体体积增大,设温度T为时的肖特基缺陷数目为铜原子总数为N,1n

绝对零度时铜的体积为V0温度为T时的体积为V,利用第6题的结果,则有.
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由热膨胀知识可知
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由以上两式得TnTkuBβ11−=

再从是原子质量单位,µµρ,NWV=

又得.
ρ

µNW
V=

由以上诸式可得
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于是,形成一个肖特基缺陷所需要的能量又可表示为
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其实(1)与(2)式是统一的,设绝对零度时铜的质量密度为由0ρ
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由于铜是面心立方结构,一个晶胞内包4个铜原子,所以
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将上式代入(2)式得

.TnkTuβ11−=
也就是说,若能断定晶体只有肖特基缺陷,只要测得晶体在温度T下的质量密度,或者测定出晶体的体膨ρ

胀系数为,均可求出形成一个肖特基缺陷所需要的能量.β

有一简单晶格的晶体,原子在间隙位置上的能量比在格点上高出1eV,试求有千分之一的原子变成间隙原

子时的温度

[解答]

将间隙位置数,格点数及原子数三者视为近似相等,并设为N.在N个子格点中形成n个空位的可能方式数为
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n个填隙原子在N个间隙位置上排列的可能方式数为
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因此同时形成n个空们和n个填隙原子的可能方式数为
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由此导致的晶体的熵的增加量为
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晶体的自由能
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式中是只与晶体体积有关的自由能,u表示原子位于间隙位置比在正常格点高出的能量,利用平衡条件
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代入上式得.KT840=

型离子晶体,只有正负离子空位和填隙离子三种热缺陷,负电性的正离子空位,其电荷是
−+BA +A



由负离子空位的正电荷抵消,还是由间隙正离子的正电荷抵消,取决于或TkuuB
vv>>−−+)(

其中分别为正负离子空位和正填隙离子的形成能,利用是电性条件证明TkuuB
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[解答]

设,和分别表示正负离子总数和间隙正离子总数,分别表示正负离子空位数和正填
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隙离子数，

和分别为正负离子空位和正填隙离子的形成能，则晶格系数的自由能
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其中是只与体积有关的自由能，由电中性条件
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ivvnnn
+−+
+=

其中是正负离子空位和正填隙离子的等效电荷，这里假定它们的等效电荷都相等.既是（1）qivvuuu
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式的变量，又是（2）式的变量.因此,在求自由能的极小值时应考虑电中性的约束条件,为此,在(2)式左端

乘以参量，并代入（1）式得λ
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利用自由能的极小值条件
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可得热缺陷数目为
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将上式再代入的表示式，得
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（1）从（8）式可以看出，当时,TkuuB
vv>>−−+)(
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（9）式说明，当时,填隙离子的数目可以忽略。也就是说,在晶体在可近似认为TkuuB
vv>>−−+)(

只有肖特基缺陷,(9)式中便是形成一对正负离子空位缺陷所需的能量便是肖特基缺陷,)(vvuu−+−

中的正离子的空位数目,由于正负离子的空位数目相等,所以,在只有肖特基缺陷情况下

.[]2
1

/)()()(Tkuuvvs
v

s

vB
vv

eNNnn−++−−+−+==

(2)从(8)式还可以看出,当时,(8)式变成TkuuB
iv>>−++)(

.[]2
1

/)(TkuuivvB
iv

eNNn+++−+++=

(10)式表明,当时,负离子空位的数目,可以,忽略,也就是说..在晶体中可近似认为只TkuuB
vv>>−
−+
)(

有正离子的弗仑克尔缺陷.(10)式中便是正常格点上的一个正离子跳到间隙位置所需的能)(ivuu
++
−

量,便是弗仑克尔缺陷中的正离子的空位数目,对弗仑克尔缺陷,空位数等于填隙离子数所以
vn
+

.[]2
1

/)()()(Tkuuivf
i

f

vB
iv

eNNnn+++−++++==

(3)在一般情况下,(8)式化成

[]2
1

/)(/)(TkuuvvTkuuvvvB
iv
B
vv

eNNeNNn++−++−++
+−

−+++=

.[]2
1

)()(s
v

s

vnn
−+
+=

由(5)式与(7)式的乘积得

2/)()(s
vTkuuvvvvneNNnnB
vv

−

+−

−+−+
==⋅−+

即.
v

s

v

v

n

n
n
+

−

−
=

2)(

由（5）式与（6）式的乘积得

,
2/)()(f
iTkuuivivneNNnnB
iv

+

+−

++++
==⋅++

即.
v

f

i

i

n

n
n
+

+

+
=

2)(

．若计及缺陷对最近邻离子振动频率的影响，采用爱因斯坦模型，求高温时离子晶体中成对出现的肖特

基缺陷对的数目，设任一离子有m个最近邻，与空位相邻离子的振动频率都相同。

[解答]

设晶体中共有N对正，负离子，n对正负离子空位，形成一对缺陷，所需能量为E。由第5题的有关结

果知,当不考空位对离子振动的影响时,晶体的自由能.
!)!(

!
120
nnN

N
nTknEFF B
−
−+=

此外，由《固体物理教程》（3.152）式可知,在高温条件下,晶体原子的振动对自由能的贡献为

.∑
=

−−=
N

i

Tk

B
BienTkF
6

1

/

2)1(1
ϖℏ

若采用爱因斯坦模型,则各振动频率相同,再考虑到高温时有



,
Tk
e
B

TkB
ϖϖℏℏ
=−
−/21

可得)1(16)1(1/
6

1

/Tk

B

N

i

Tk

B
BBienTNkenTk
−

−

=

−−=−∑
ϖϖℏℏ

.
Tk
nTNk
B

B

ϖℏ
16=

根椐题意,可设空位使最近邻的m个离子的振动频率从变为,在整个晶体中共有2nm个离子振动频率ϖ'ϖ

为,其他2N-2nm个离子的振动频率仍为,频率的不同引起的自由能的变化为
'ϖϖ

Tk
nTNk
Tk
nTknmN
Tk
nTnmkF
B

B

B

B

B

B

ϖϖϖℏℏℏ
16]1)22(316[
'

2−−+=∆

.

ϖ

ϖ'
16nTnmkB=

由以上诸式得晶体的总的自由能

221FFFF∆++=

.
ϖ

ϖϖ'

01616
!)!(

!
12nTnmk
Tk
nTNk
nnN

N
nTknEF B
B

BB++
−
−+=
ℏ

根据平衡条件,0=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂

Tn

F

并应用斯特林公式,得nNNnN1!1=

01

6'2

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂
m

B

TnN

n
nTkE
n

F

ϖ

ϖ

即.
TkE

m

Be
nN

n/
3

'

−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=
−ϖ

ϖ

由于实际上,于是nN>>

.
TkE

m

BeNn/
3

'

−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=
ϖ

ϖ

对单原子晶体,在通常温度下,肖特基缺陷数目与最近邻原子的振动频率的改变有关,试用爱因斯坦模型,

证明平衡时肖特基缺陷数目

,

m

Tk

Tk
Tku

B

B

B

e

e
Nen

3

/

/
/

1

1
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=
−

−

−
−

ϖ

ϖ

ℏ

ℏ

并讨论和的极限情况,其中是肖特基,缺陷形成能,m是空位的最近邻原子数,
ETΘ>>ETΘ<<1uϖ

和为最近邻无空位和有空位时原子的振动频率
−

ϖ

[解答]

设含有个原子的简单晶体中,存在n个空位,当原子振动频率不变时,晶体的自由能为N

!)!(

!
110101
nnN

N
nTknuFSTnuFF B
−
−+=∆−+=

按照爱因斯坦模型,有空位缺陷时晶体的振动对自由能的贡献为

.
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−=
−

−

−

−)1(1
2
3)1(1
2
)(3//2
Tk

B

B

Tk

B

B
BB en
Tk
Tnmken
Tk
TknmNF ϖϖ
ϖϖ
ℏℏ
ℏℏ



根据平衡条件

,0
)(21=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂

+∂
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂

TTn

FF

n

F

并应用斯特林公式,得nNNnN1!1=

.0
1

1
13
2
31
/

/

1=
−

−
+
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−
+
−
+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

−
−−

Tk

Tk

BB

T
B

B

e

e
nTmkm
nN

n
nTku
n

F
ϖ

ϖϖϖ
ℏ

ℏ

ℏ

能量比电子能量或大得多,将上式中1uϖℏ
−

ϖℏ

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

2
3
ϖϖ
ℏm

忽略掉,则有

.

m

Tk

Tk
Tku

B

B

B

e

e
e
nN

N
3

/

/
/

1

1
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−
−

−

−
−

ϖ

ϖ

ℏ

ℏ

由,得nN>>

.

m

Tk

Tk
Tku

B

B

B

e

e
Nen

3

/

/
/

1

1
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=
−

−

−
−

ϖ

ϖ

ℏ

ℏ

引进爱因斯坦温度

,

B

E
k

ϖℏ
=Θ

在高温时,即时,有ETΘ>>

.
Tk
e
Tk
e
B

Tk

B

TkBB

−

−−≈−≈−
−ϖϖϖϖℏℏℏℏ//1,1

于是.
Tku

m

BeNn/

3

1−

−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

ϖ

ϖ

由于,因此上式表明高温下空位更容易形成ϖϖ<
−

在低温情况下,即时有,ETΘ<<1

1

1

/

/

≈

−

−
−

−

−

Tk

Tk

B

B

e

e

ϖ

ϖ

ℏ

ℏ

于是.
TkuBNen
/1−=
此式表明,低温下不仅缺陷数目少,而且空位附近的原子与正常格点上的原子的频率偏差对空位浓度的影响

可以忽略.

.若计及缺陷对最近邻个原子的影响,采用爱因斯坦模型,求出高温时晶体中的弗仑克尔缺陷数目,设m

空位最近邻的原子的频率变为,填隙原子近邻的原子的频率变为.1ϖ2ϖ

[解答]

设晶体中的原子数和间隙位置数分别为与当没有缺陷时,若采用爱因斯坦模型,则高温时晶格N
'
N

热振动的自由能为)1(13/2
Tk

B
BenTNkFϖℏ−−=

如果晶体中存在n个弗仑克尔缺陷,则它们存在的可能排列方式数为

.
2'

'

)!()!()!(

!!

nnNnN

NN
W
−−
=

设形成一个弗仑克尔缺陷需要的能量为u,由此得原子振动频率不变时晶体自由能的改变为



nWTknuFB1−=∆

若空位最近邻的原子的频率变为,填隙原子最近邻的原子的频率变为,则在高温时,原子振动引起自1ϖ2ϖ

由能的改变为

)1(13)1(13)1(13

)1(1)2(3

///

/'

21Tk

B

Tk

B

Tk

B

Tk

B

BBB

B

enTNkenTnmkenTnmk

enTknmNF

ϖϖϖ

ϖ

ℏℏℏ

ℏ

−−−

−

−−−+−

+−−=∆

=
2/

/

)1(

)1(1
13
2

Tk

Tk

B
B

B

e

e
nTnmk
ϖ

ϖ

ℏ

ℏ

−

−

−

−−

晶体总的自由能成为

)1(13
)!()!()!(

!!
1
/

2'

'

0

Tk

BB
BenTNk
nnNnN

NN
nTknuFF
ϖℏ−
−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−−
−+=

.
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//

)1(

)1)(1(
13
22

Tk

TkTk

B
B
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e

ee
nTnmk
ϖ

ϖϖ

ℏ

ℏℏ

−

−−

−

−−
+

在高温时,,由此得1)/(,1)/(,1)/(21<<<<<<TkTkTkBBBϖϖϖℏℏℏ

，
Tk
e
B

TkB
ϖϖℏℏ
≈−
−/
1

，
Tk
e
B

TkB1/11
ϖϖℏℏ
≈−
−

。
Tk
e
B

TkB2/21
ϖϖℏℏ≈−−

再利用斯特林公式，得到nNNnN1!1=

nuFF+=0

[]nnnnNnnNnNnnNnNNnNNTkB 12)(1)()(1)(11''''−−−−−−−+−

.

2

211313
ϖ

ϖϖϖ
nTnmk
Tk
nTNkB
B

B++
ℏ

代入平衡条件,0=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

∂

∂

Tn

F
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1
2

21

'

2

=+⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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+
ϖ

ϖϖ
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由上式得.
Tku

m
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3
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2

'

2
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−

⎟⎟
⎠

⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=
−−ϖϖ

ϖ
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m

BeNNn/
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21

2
'−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
ϖϖ
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第五章晶体中电子能带理论

习题

１．晶体常数为的一维晶体中，电子的波函数为a

（1）,()x
a

ixk

π
ψ
3
cos=

（2）是某一函数，()flaxfxk,)(
-l

∑
∞

∞=

−=ψ

求电子在以上状态中的波矢．

［解答］

由《固体物理教程》（5.14）式

()()reRrk

Rri

nk
n
��� ��
ψψ
•=+
可知，在一维周期势场中运动的电子的波函数满足

()()xeax k

ika

kψψ=+
由此得

(1)
()()

()()xex

x
a

ix
a

iax
a

iax

k

ika

k

k

ψψ

π
π
ππ
ψ

=−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡+=+
3
cos
3
cos
3
cos

于是

1−=ikae
因此得

⋯,
5
,
3
,

aaa
k
πππ
±±±=

若只取布里渊区内的值：，则有
a

k
a

ππ
<−

a
k
π
=

(2)()].)1([)(alxflaaxfax
ll

k∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−−=++=+ψ

令

1+=′ll
得

.()()()()xexalxfax k

ika

kkψψψ==−=+∑'

由上式知

=1
ikae
所以有

⋯,
6
,
4
,
2
,0

aaa
k
πππ
±±±=

因此得在布里渊区内的值为

0=k
2.一维周期势场为

()()[]
()⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≤≤+−

+≤≤−−−=
.1,0

,
2

1222

bnaxban

bnaxbnanaxbmW
xV

当

当

其中，为常数，试画出此势能曲线，并求出势能的平均值．ba4=W
［解答］



22

图5.1一维周期势场

如图5.1所示，由于势能具有周期性，因此只能在一个周期内求平均即可，于是得

Ｖ==
a

1()dxxV
a

a∫−
2

2

()dxxV
b

b

b∫−
2

24

1

=dxxbmW
b

b

b∫−−][2
1

4

1222

=
b

bxxb
b

mW
−−]
3

1
[
8

32
2

=.
22

6

1
bmW

3.用近自由电子模型求解上题，确定晶体的第一及第二个禁带宽度．

［解答］

根据教科书（5.35）式知禁带宽度的表示式为

，
ng VE2=

其中是周期势场傅里叶级数的系数，该系数可由《固体物理教程》（5.22）式
nV()xV

=nV
a

1()dxexV
nx

a
ia

a

π2
2

2

−

−∫
求得，第一禁带宽度为

=2
112VE g=()dxexV

a

a

x
a

i

∫−
−2

2

2

a

1
π

=2∫−
−

−
b

b

x
a

i

dxexb
mW

b

π2

22
2

][
24

1

=2∫−⎟⎠
⎞
⎜
⎝

⎛−
b

b
dxx

b
xb

mW

b2
cos][
24

122
2π

=.
3

228

π

bmW

第二禁带宽度为

=2
222VE g=()dxexV

a

a

x
a

i

∫−
−2

2

4

a

1
π

=2∫−
−
−

b

b

x
b

i

dxexb
mW

b

π

][
24

122
2

=2∫−⎟⎠
⎞
⎜
⎝

⎛−
b

b
dxx

b
xb

mW

b

π
cos][
24

122
2
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=
2

22

π

bmW

4.已知一维晶格中电子的能带可写成

，()⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−=kaka
ma

kE2cos
8

1
cos
8

7
2

2
ℏ

式中ａ是晶格常数．是电子的质量，求m
（1）能带宽度，

（2）电子的平均速度，

（3）在带顶和带底的电子的有效质量．

［解答］

（1）能带宽度为

.minmaxEEE−=∆
由极值条件

()
0=

dk

kdE

得

上式的唯一解是的解，此式在第一布里渊区内的解为0sin=ka

.
a

k
π
,0=

当取极小值，且有()kEk,0时=minE
=minE()00=E

当，E(k)取极大值,且有()kE
a

k,时
π
=maxE

.
2
2

2

max
maa

EE
ℏ
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
π

由以上可得能带宽度为

.
2
2

2

minmax
ma

EEE
ℏ
=−=∆

（2）由《固体物理教程》（5.81）式，得电子的平均速度为

()
.2sin
4

1
sin
1
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−==kaka
madk

kdE
v
ℏ

ℏ

（3）由《固体物理教程》（5.87）式得，带顶和带底电子的有效质量分别为

.
3

2
2cos
2

1
cos

1

2

2

2

mkakam

k

E
m

a
k

a
k

a
k

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
=
±=

−

±=

∗

±=

ππ

π

ℏ

.22cos
2

1
cos0

1

0
2

2

2

0
mkakam

k

E
mk

k

k
=⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛−=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
==

−

=

=

∗ℏ

５．对简立方结构晶体，其晶格常数为．a
（1）用紧束缚方法求出对应非简并ｓ态电子的能带；

（2）分别画出第一布里渊区［110］方向的能带﹑电子的平均速度、有效质量以及沿［110］方向有恒

定电场时的加速度曲线．

［解答］

（1）非简并ｓ态电子的能带
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().enRk∑•−−=
n

ss
at
ss JCEkE
���

式中是晶体参考格点最近邻格矢．对于简单立方晶体，任一格点有6个最近邻．取参考格点的坐标为nR
�

（0,0,0）,则6个最近邻点的坐标为

()()().,0,0,0,,0,0,0,aaa±±±
简单立方体非简并s态电子的能带则为

()().coscoscos2akakakJCEkE zyxss

at

ss++−−=
�

（2）在[110]方向上

,
2

2
,0kkkkyxz===

能带变为

(),
2

2
cos40⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=ka

JEkE ss

�

其中

,20ss

at

s JCEE−−=
在[110]方向上,在第一布里渊区内,电子的能带如图5.2所示.

图5.2[110]方向电子的能带

电子的平均速度

.
2

2
sin
221
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
∂

∂
=

kaaJ

k

E
vs

ℏℏ

平均速度曲线如图5.3所示.

图5.3平均速度曲线

电子的有效质量

,

2

2
cos22

2

2

2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂
=∗

ka
aJ

k

E
m

s

ℏℏ

有效质量曲线如图5.4所示.
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图5.4有效质量曲线

在[110]方向有恒定电场情况下,电子的受力

εeF−=
电子的加速度

.
2

2

2

2
cos2

ℏ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

==∗

ka
aJe

m

F
a

sε

设电场方向与[110]方向相反,加速度曲线则如图5.5所示.

图5.5加速度曲线

6.用紧束缚方法处理面心立方体晶格的s态电子,试导出其能带

,⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−−=
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos4

akakakakakak
JCEE xzzyyx

ss

at

ss

并求出能带底的有效质量.

[解答]

用紧束缚方法处理晶格的s态电子,当只计及最近邻格点的相互作用时,根据《固体物理教程》（5.60）

式,其能带表示式为

,是最近邻格矢.()∑•−−=
n

ss

at

ss JCEkE n
Rk
e
���

nR
�

对面心立方晶格,取参考点的坐标为(0,0,0),则12个最近邻格点的坐标为

(,,0),(,0,),(0,,).
2

a
±
2

a
±
2

a
±
2

a
±
2

a
±
2

a
±

将上述12组坐标带入能带的表示式,得

()∑•−−=
n

ss

at

ss JCEkE n
Rk
e
���

ss

at

s JCE−−=

()()()()

()()()()

()()()()

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++++

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

−−−+−

+

−−−+−+

+

−−−+−

zyzyzyzkyk
a

i

zkxk
a

izkxk
a

izkxk
a

i
zx

yxyxyxyx

kk
a

ikk
a

ikk
a

i

kk
a

i

kk
a

ikk
a

ikk
a

ikk
a

i

eeee

eeee

eeee

222

2

2222

2

222
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()()()

()()()⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++++−+

++−++
−−=

zyzyzx

zxyxyx

ss

at

s

kk
a

kk
a

kk
a

kk
a

kk
a

kk
a

JCE

2
cos
2
cos
2
cos

2
cos
2
cos
2
cos

.⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−−=
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos
2
cos4

akakakakakak
JCE xzzyyx

ss

at

s

能带底即的最小值对应的为(0,0,0),有《固体物理教程》(5.87)可得在能带底处电子的有效质量()kE
�

k
�

为

.
2

2

0

2

2

2

2aJ

k

E
m

s

kx x

x x

i

ℏℏ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
=

=

∗

同理可得

,
2

2

2aJ
m

s

y y

ℏ
=∗
2

2

2aJ
m

s

z z

ℏ
=∗

其它交叉项的倒数全为零.

7.用紧束缚方法处理体心立方晶体,求出

（1）s态电子的能带为

;()
2
cos
2
cos
2
cos8

akakak
JCEkE zyx

ss

at

ss−−=
�

（2）画出第一布里渊区[111]方向的能带曲线;

（3）求出带顶和带底电子的有效质量.

【解答】

（1）用紧束缚方法处理晶格的s态电子,当只计及最近邻格点的相互作用时,其能带的表示式为

是最近邻格矢.().enRk∑•−−=
n

ss

at

ss JCEkE
���

nR
�

对体心立方晶格,取参考格点的坐标为（0,0,0）,则8个最近邻格点的坐标为

（）.
2
,
2
,
2

aaa
±±±

将上述8组坐标代入能带的表示式,的

().enRk∑•−−=
n

ss

at

ss JCEkE
���

()()()()()

()()()
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+++
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a

i
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a

i
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a

i
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s
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2222
2
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++−−=
−−+−−+

2
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2
cos
2
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2
cos2
222
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e
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e
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eJCE zzzz
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a

i
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a

i
yx

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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2
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2
cos4
2
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s
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a

i
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.
2
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2
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2
cos8

akakak
JCE zyx
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（2）在[111]方向上
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,kkkkzyx
3

3
===

且第一布里渊区边界在

,
a

kkkzyx

π
±===

于是能带化成

,⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=kaJEE s
6

3
cos830

其中.图5.6为第一布里渊区[111]方向的能带曲线.s

at

s CEE−=0

图5.6[111]方向的能带曲线

（3）由能带的表示式及余弦函数的性质可知,当时,取最小值,即0===zyx kkksE

是能带底,电子的有效质量为0===zyx kkk

2

2

0

2

2

2

2aJ

k

E
m

s

kx x

x x

i

ℏℏ=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
=

=

∗

同理可得

,
2

2

2aJ
m

s

y y

ℏ
=∗
2

2

2aJ
m

s

z z

ℏ
=∗

其它交叉项的倒数全为零.而在布里渊区边界上的

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛±⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛±⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛±
aaa

πππ2
,0,0,0,
2
,0,0,0,
2

处是能带顶,电子的有效质量为

.
2

2

2aJ
mmm

s

z zy yx x

ℏ
−===∗∗∗

其它交叉项的倒数也全为零.

8.某晶体电子的等能面是椭球面

,⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=
3

2

3

2

2

2

1

2

1

2

2m

k

m

k

m

k
E
ℏ

坐标轴1，2，3相互垂.

（1）求能态密度;

（2）今加一磁场,与坐标轴的夹角的方向余弦分别为,写出电子的运动方程;B
�

B
�
γβα,,

（3）证明电子在磁场中的回旋频率
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,
∗=m

eB
cω

其中

.

21

321

2

3

2

2

2
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡++
=∗mmm

mmm

m

γβα

【解答】

（1）由已知条件可将波矢空间内电子能带满足的方程化为

.1
222
2

3

2

3

2

2

2

2

2

1

2

1=++

ℏℏℏ

Em

k

Em

k

Em

k

将上式与椭球公式

1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x

比较可知,在波矢空间内电子的等能面是一椭球面.与椭球的体积

abcπ
3

4

比较可得到,能量为的等能面围成的椭球体积E

23

3213
2
2

3

4
Emmm
ℏ
πτ=

由上式可得

.dEEmmmd
21

3213
2
4

ℏ

π
τ=

能量区间内电子的状态数目

()
dEEmmm

V
d

V
dz cc21

321323
2
2
2
ℏπ
τ
π
==

是晶体体积.电子的能态密度

()21321322Emmm
V

dE

dz
EN c

ℏπ
==

（2）根据《固体物理教程》中（5.86）式得

,⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂∂
∂
+
∂∂
∂
+
∂
∂
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=
3

2

3

2

2

2

1

2

1

2

2m

k

m

k

m

k
E
ℏ

代入上述三式得运动方程为

.

3

3
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F
a

m

F
a

m

F
a===

即

.（1）3
3
32
2
21
1
1,,F

dt

dv
mF

dt

dv
mF

dt

dv
m===
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当存在磁场时,电子受到洛仑兹力B
�

.BveF
���×−=
其分量形式为

,()()23323223321vBvBveBvBveF ωνωβγ−=−−=−−=

,()()31131331132vBvBveBvBveF ωνωγα−=−−=−−=

()()12212112213vBvBveBvBveF ωνωαβ−=−−=−−=
式中

,.BB
�
=γωβωαωeBeBeB===321,,

将上述结果代入运动方程（1）得

（2）

.

,

,

1221
3
3
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2
2
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1
1

vv
dt

dv
m

vv
dt

dv
m

vv
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dv
m

ωω

ωω

ωω

−=

−=

−=

(3)上述方程可用不同的方法求解.

解法一：

对(2)式两边作拉普拉斯变换，并采用如下初始条件

,,()1010vv=()2020vv=().0303vv=
得

+-=,[]11vp Lm[]23vLω[]32vLω101vm

-++=,[]13vLω[]22vp Lm[]31vLω202vm

-+=.[]12vLω[]21vLω[]33vp Lm303vm

由此解出
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∆
∆
=11vL

其中
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,()203302322103211,vvmmCvmmmCωω+==

.
303132021210

2

113vmvmvmCωωωωω++=
因此得
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p

A B
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C

BpA p

CpCpC
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+
+
+

−
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+
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=
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2

2

313

2
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2

1
1

11

上式两边取逆拉普拉斯变换得
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.tB
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C
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pA B

C
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1+
−
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同理可得

.tB
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C
tB

A B
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pA B

C
vsincos
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2

′
+
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+
′
=

,()301103312203211,vvmmCvmmmCωω+=′=′

.
102113032320

2
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及

.tB
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C
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A B
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pA B

C
vsincos
12313
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′′
+
′′−′′
+
′′
=

()102201212303211,vvmmCvmmmCωω+=′′=′′

.203221031130
2

333vmvmvmCωωωωω++=′′

可见电子回旋频率为.B
解法二：

由于电子作周期运动，将试探解

,
ticevvω101=

ticevv
ω

202=
ticevvω303=

（这里一般为复数，电子的真实速度应为的实部或虚部.）302010,,vvv321,,vvv

代入（2）式得

+-=0,
101vmicω302vω203vω

+-=0,
103vω202vmicω301vω

-+=0.
102vω201vω303vmicω

有不全为零的解的充要条件是302010,,vvv

.0
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=

−

−−

−

mi

mi
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c

c

c

ωωω

ωωω

ωωω

由此得

.()02332222113321=++−ccmmmmmmωωωωω

于是

.B
mmm

mmm
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++
=
321

2

33

2
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2

112ωωωω

这样，两种方法均给出电子回旋频率为

.
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛++
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mmm

mmm
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再将

,γωβωαωeBeBeB===321,,
代入上式即得

,∗=m
eB

cω

其中
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mmm
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9.求出一维、二维金属中自由的能态密度.

[解答]

（1）一维情况

自由电子的色散关系为

.
m

k
E
2

22
ℏ
=

由此得

,dkE
m

dk
m

k
dE 21
21
222
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==
ℏℏ

即

.dEE
m

dk21
21

22

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
ℏ

对应同一个，在方向各有一个，因此空间中之间的区间为dE k±dkdEEE+与

,dEE
m

dkd21
21

2

2
2−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==
ℏ
τ

在该范围内的状态数为

,dEE
mL

d
L

dZ 21
21

2

2−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==
ℏπ
τ
π

其中L是晶格长度.于是，态密度

.()21
21

2

2−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==EmL

dE

dZ
EN
ℏπ

（2）二维情况

参照《固体物理教程》（5.102）式可知，二维情况下态密度的一般表示式为

.()∫∇=L kE

dLS
EN
22π

其中S是晶格的面积，积分沿能量为E的等能线进行.由

()22
2

2
yx kk

m
E+=
ℏ

得.()
m

k
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m
E yxk

2
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2
ℏℏ
=+=∇

于是有
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2
22ℏ

ℏmS
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∫

10.二维金属晶格，晶胞为简单矩形，晶格常数,，原子为单价的.
�

Aa2=
�

Ab4=
(1)试画出第一、二布里渊区；

(2)计算自由电子费密半径；

(3)画出费密面在第一、二布里渊区的形状.

【解答】

（1）倒格子原胞基矢

.j
b

bi
a

b
����ππ2
,
2
21==
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选定一倒格点为原点,原点的最近邻倒格矢有4个,它们是

21,bb
��
±±
这4个倒格矢的中垂线围成的区间即是第一布里渊区.即图5.7中Ⅰ所示区间.原点的次近邻倒格矢有4个,

它们是

21bb
��
±±
这4个倒格矢的中垂线围成的区间与第一布里渊区边界围成的区间即是第二布里渊区.即图5.7中Ⅱ所示区

间.

图5.7二维矩形晶格第一、二布里渊区

（2）在绝对零度时,二维金属中导电电子若看成自由电子,电子的能量,能量区
m

k
E
2

22
ℏ
=dEEE+→

间的电子占据波矢空间的范围.在此范围内的波矢数目为dk

图5.8二维波矢空间

,kdk
S
π
π
2
)2(2
•

其中是二维金属中导电电子的波矢密度,S是金属面积。
2)2(π

S

由得mkE222ℏ=

.
2
ℏ

mdE
kdk=

能量区间的量子态数目则为dEEE+→

.dE
mSmdES

dz
222
2
)2(
2
ℏℏπ
π
π
=•=

能态密度
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.()
2
ℏπ

nS

dE

dz
EN==

在绝对零度时，费米能级以下的量子态全被电子占据，所以有

.()0
2002

00

F

EE

E
mS

dE
mS

dEENN
FF

ℏℏππ∫∫ ===
由上式可得

，
m

n
E F

2
0ℏπ=

其中n是金属中导电电子的密度。令

,
m

k
E F

F
2

22
0ℏ=

可得二维金属中导电电子的费米半径为

。()212nkFπ=
对于原胞面积为
2201042ms−××=
的单价金属，

，
2191025.1−×=mn

.10862.819−×=mkF

（3）图5.9划出了费米面在第一、第二布里渊区的形状。

图5.9费米面在第一、二布里渊区的形状

11.计算体心和面心一价金属的比值.其中是自由电子的费米半径，是原点到第一布里渊
mF kkFkmk

区边界的最小距离.

【解答】

体心立方格子的倒格基矢可取

()

()

().2

,
2

,
2

3

2

1

ji
a

b

ki
a

b

kj
a

b

���

���

���

+=

+=

+=

π

π

π

因为倒格子是面心立方结构，所以离原点最近的有12个倒格点，它们是
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()

()

().
22

,
22

,
22

13

2

32

1

21

3

i
a

k
abb

b

k
a

j
abb

b

j
a

i
abb

b

��
��

�

��
��

�

��
��

�

ππ

ππ

ππ

±±
⎭
⎬
⎫

−±

±

±±
⎭
⎬
⎫

−±

±

±±
⎭
⎬
⎫

−±

±

由这12个倒格矢的中垂线围成的区间就是第一布里渊区.因此，原点到第一布里渊区边界的最小距离等于

这12个倒格矢中任一个倒格矢模的一半.所以

.
2

a
km

π
=

由《固体物理教程》（6.4）式可知，自由电子的费米半径

(),3312πnkF=
式中n为单位体积中的电子数.对单价金属体心立方格子，

，
3

2

a
n=

费米半径

.
4

3
2
8

3
2

31

3

31

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
a

n
kF
π
π
π
π

于是可得

.877.0
2

4

3
2

31

3

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

a

a

k

k

m

F

π

π
π

面心立方格子的倒格矢可取为

()

()

().2
,
2

,
2

3

2

1

kji
a

b

kji
a

b

kji
a

b

����

����

����

−+=

+−=

++−=

π

π

π

因为倒格子是体心立方结构，所以离原点最近的有8个倒格点，它们是

().,,,321321bbbbbb
������
++±±±±
原点到第一布里渊区边界的最小距离等于这8个倒格矢中任一个倒格矢模的一半.所以

.
3

a
km

π
=

对单价金属面心立方格子，有

3

4

a
n=

将上式代入自由电子的费米半径

(),3312πnkF=
得到

.
2

3
2

31

3⎟⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
a

kF
π
π

于是可得
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.903.0
3

2

3
2

31

3

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=

a

a

k

k

m

F

π

π
π

12.对于六角密积结构，六角形的两对边的间距为a，基矢

,,
2

3

2
,
2

3

2
321kcajai

a
ajai

a
a
��������
=+−=+=

试画出此晶格的第一布里渊区.

【解答】

六角密积结构原胞的体积

。()
2

32

321

ca
aaa
���×•=Ω

六角密积结构的倒格矢

()

()

()
.
22

,
3

222

,
3

222

21
3

13
2

32
1

k
c

aa
b

j
a

i
a

aa
b

j
a

i
a

aa
b

����

��
��
�

��
��
�

ππ

πππ

πππ

=
Ω
×
=

+−=
Ω
×
=

+=
Ω
×
=

在包括和的平面内选定一倒格点为原点，原点的最近邻倒格矢有6个，它们是

().,,2121bbbb
����
+±±±
这6个倒格矢的中垂面围成的区间构成的正六边形属于第一布里渊区.

图5.1正六边形属于第一布里渊区

若考虑整个三维空间，原点的最近邻倒格矢有8个，它们是

().,,,32121bbbbb
�����
±+±±±
由这8个倒格矢的中垂面围成的区间就是第一布里渊区，它是一个正六棱柱.
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图5.11第一布里渊区

13.平面正三角形结构，相邻原子间距为，试求a
（1）正格矢和倒格矢；

（2）画出第一和第二布里渊区内切圆半径.

〔解答〕

（1）正格原胞的基矢如图所示取为

.jai
a

aiaa
�����

2

3

2
,21+==

其中和是互相垂直的单位矢量.取单位矢量垂直于和，则和构成的体积i
�

j
�

k
�

i
�

j
�

21,aa
��

k
�

.
2

32a=Ω

图5.12平面正三角形结构原胞

倒格原胞的基矢为

()

()
.
3

42

,
3

222

1

2

j
a

ak
b

j
a

i
a

ka
b

�
��
�

��
��
�

ππ

πππ

=
Ω
×
=

−=
Ω
×
=

（2）选定一倒格点为原点，原点的最近邻倒格矢有6个，它们是

().,,2121bbbb
����
+±±±
这6个倒格矢的中垂线围成的区间构成了两部分，以原点为对称心的正六边形是第一布里渊区.正六边形外

的6个三角形部分是第二布里渊区，即图5.13中Ⅱ所示区间.第一布里渊区内切圆的半径

.
3

2

2

2

a

b
k
π
==

�

图5.13第一和第二布里渊区，第一布里渊区内切圆
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14.已知某简立方晶体的晶格常数为，其价电子的能带a

()()().coscoscosBakakakAE zyx+=

（1）已测得带顶电子的有效质量，试求参数A;
2

2
*

2a
m
ℏ
−=

（2）求出能带宽度；

（3）求出布里渊区中心点附近电子的状态密度.

【解答】

一、假定A大于0

（1）对于能带为

()()().coscoscosBakakakAE zyx+=
简单立方晶体中的电子，其能带顶在布里渊区中心.在布里渊区中心，电子的有效质量为

.
2

2

0

2

2

2

A a

k

E
m

iki

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂

∂
=

=

∗ℏℏ

由此可知.2=A
（2）电子能带

()()().coscoscos2BakakakE zyx+=
的能带底在

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛±±±.,,
aaa

πππ

处.由带顶和带底的能量知能带宽度为4.

（3）在布里渊区中心附近，,0→k
()()()
()()()

()()()

22

222

222

2

222
12

2
1
2
1
2
12

.coscoscos2

kaB

B
akakak

B
akakak

BakakakE

zyx

xxx

zyx

−+=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−•
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−•
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

+=

令则上式化成,2EBE−+=′

.22kaE=′
可见在布里渊区中心附近，等能面是球面.因此，能量和能量两等能面间的波失空间体积为E′dEE+′

()
.4
2

2

3
dkk

Vcπ
π

相应的量子态数目

()
().2
2
4
2

221
32

2

3
EdEB

a

V
dkk

V
dz cc′−+==
π
π
π
能态密度

()()().2
2
2
1

32
EB

a

V
ENEN c−+==′
π
二、假定A小于0

（1）对于能带为

()()().coscoscosBakakakAE
zyx
+=
简单立方晶体中的电子，其能带顶在第一布里渊区8个角顶处
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.,,⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛±±±
aaa

πππ

在这些点，电子的有效质量为

.
2

2

2

2

2

A a

k

E
m

a
ki

i

ℏℏ
=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
=

±=

∗

π

由此可知A=-2

（2）电子在能带顶的能量

BE+=2
在布里渊区中心的能带底的能量

BE+−=2
可见能带宽度为4.

（3）在布里渊区中心附近，,0→k
()()()
()()()

()()()

22

222

222

2

222
12

2
1
2
1
2
12

.coscoscos2

kaB

B
akakak

B
akakak

BakakakE

zyx

xxx

zyx

++−=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−−−=

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−•
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−•
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−=

+−=

令则上式化成,2BEE−+=′

.
22

kaE=′
可见在布里渊区中心附近，等能面是球面.因此，能量和能量两等能面间波失空间体积为E′dEE+′

()
.4
2

2

3
dkk

Vcπ
π

相应的量子态数目

()
().2
2
4
2

221
32

2

3
EdBE

a

V
dkk

V
dz cc′−+==
π
π
π

能态密度

()().2
2

21

22
BE

k

V
EN c−+=
π

15.设晶格常数为，原子数为N的单价一维简单晶格中，第格点上电子的几率振幅满足方程annC

,11+−−−=nnnB CB CA CCi̇ℏ

其中A、B是常数，为电子在第-1,和+1格点上的几率振幅，求,11+−nnnCCC和、nnn

（1）电子的能量与波失的关系；

（2）带顶空穴及带底电子的有效质量；

（3）求A＝0时电子的能态密度；

（4）求T＝0时的费米能.
0

FE

【解答】

（1）设电子在第个格点上的几率振幅分别为n

,0
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
t

E
knai

neCCℏ

则电子在第（－1）和（+1）个格点上的几率振幅分别为nn
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()
,
1

01

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

−=
t

E
anki

neCCℏ

()
.
1

01

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

+=
t

E
anki

neCCℏ

将以上三式代入方程

,11+−−−=nnnB CB CA CCi̇ℏ

得到

.ikaikaB eB eA
E

ii−−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−
ℏ
ℏ

电子的能量则为

.kaBAEcos2−=
（2）是电子的能带底，在能带底电子的有效质量0=k

.
22

2

0
2

2

2

B a

k

E
m

k

ℏℏ
=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂
=

=

∗

是电子的能带顶，在能带顶电子的有效质量
a

k
π
±=

.
22

2

2

2

2

B a

k

E
m

a
k

ℏℏ
−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
=

±=

∗

π

带顶空穴的有效质量则为

.
22

2

B a
mh

ℏ
=∗

（3）如图5.14所示，在能量区间波失数目为dEEE+−

图5.14能带曲线

相应的量子态数目

dE

dk

dE

N a
dk

N a
dz
12
2
2
2•==
ππ

()
.
4

12

sin2

12
22

dE
EAB

N a
dE

kaB a

N a

−−
•==
ππ

由此得到A＝0时的能态密度
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().
4

12
22
0EB

N a

dE

dz
EN

A−
•=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
=π

（4）晶体内有N个导电电子，在绝对零度时，这些电子都分布在费密能级及以下.采用A＝0时

的能态密度，得

∫∫
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

•==
00

020
.

2
1

1
)(

FF EE

dE

B

EB

N
dEENN
π

利用积分公式

∫
−=
−

xdx
x

1

2
sin
1

1

得到

.2

,
22
sin

,1
2
sin
2

0

0

0
1

BE

B

E

B

E

F

F

F

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−

π

π

16.设有一维晶体，原胞基矢，晶格的周期势为abjbbiaa3,,1===且，
����

(),2cos2cos2,0⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−=y
b

x
a

VyxV
ππ

（1）画出第一、第二布里渊区；

（2）以近自由电子模型求的第一能带与的第二能带交迭的条件；()0,xkE()ykE,0

（3）若电子的波矢，求引起电子强烈散射的晶列指数.⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
ba

k
ππ
,
�

[解答]

（1）由已知条件可得出倒格子原胞基矢

.
2
,
2
21j

b
bi

a
b
�
�
��
�

�ππ
==

坐标原点的格点有4个最近邻，它们是.它们的中垂线围成的区间就是第一布里渊区.坐标2121,,,bbbb
����
−−

原点的格点有4个次近邻，它们是.它们的中垂线和第一布里渊区边界21212121,,,bbbbbbbb
��������
−−+−−+
围成的区间即是第二布里渊区.图5.15示出了第一布里渊区和第二布里渊区的分布.

图5.15第一布里渊区和第二布里渊区
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（2）的第一能带顶的能量为()0,xkE

22

2

2

g A

A

E

m

a
E−
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛

=−

π
ℏ

其中是方向第一能带与第二能带间的能隙.的第二能带底的能量为
g A

E xk()
y

kE,0

.
22

2

2

g B

B

E

m

b
E+
⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛

=+

π
ℏ

图5.16第一布里渊区

其中是方向第一能带与第二能带间的能隙.E（）的第二能带与E（）的第一能带交迭的条件是g BE yk

.0
222

222

>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=−+−
g Bg A

BA

EE

bam
EE
ππℏ

即交迭的条件是

.g Bg A EE
ma
+>
2

22

3

2ℏπ

当电子所处的点是两个或两个以上布里渊区边界交汇的点.求电子的能隙必须应用平面波方法的中心方程

求解.当电子所处的点不是布里渊区边界交汇的点，求电子的能隙（即是此种情况）可直接采用以下方法（也

是由中心方程求得的）：

(),2Ag A KVE
�
=

其中是与过点的第一布里渊区边界垂直的倒格矢，且该边界是的中垂面.由于满足该条件的倒格矢

,
2
1i

a
bK A

���π
==

所以求出即求是而是周期势场付里叶级数的系数.由

(),2cos2cos2,0⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−=y
b

x
a

VyxV
ππ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+++−=
•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
rj

b
irj

b
iri

a
iri

a
i

eeeeV

�������� ππππ2222

0

可求得

()
002,VEVKVg AA=−=
�

而

(),2Bg B KVE
�
=

与相类同AK
�

,
2
2j

b
bK B

���π
==

所以求出即求得，而是周期势场付里叶级数的系数.由周期势场付里叶级数的展式得()BKV
�

g B
E()BKV
�
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()
002,VEVKVg BB=−=
�

于是，的第二能带与的第一能带交迭的条件是()ykE,0()0,xkE

.2
3
02

22

V
ma
>
ℏπ

（3）若电子的波矢末端落在了布里渊区边界上，则满足k
�

k
�

.0
2
=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+•nn

K
kK

�
��

设将和一并代入上式，得到jqipK n

���
+=nK
�

j
b

i
a

k
���ππ
+=

,0
2
,0
2

22

=+=+
q

q
b

p
p

a

ππ

即

.
2
,0;
2
,0

b
q

a
p
ππ
−=−=

由上式可得的三个解nK
�

j
b

i
a

Kj
b

Ki
a

K nnn

�������ππππ22
,
2
,
2
321−−=−=−=

上式说明，过末端有三个布里渊区边界，它们分别与垂直.这一点从第一j
b

i
a

k
���ππ
+=321,,nnnKKK
���

布里渊区的分布图即可看出.

引起电子产生强烈散射的晶面（列）与布里渊区边平行，即与垂直.设与
321,,nnnKKK
���

垂直的的晶列为，由得出
321,,nnnKKK
���

21atasR
���+=00,0
321=•=•=•RKRKRK nnn

������
和

引电子产生强烈散射的晶列的指数分别为〔010〕、〔100〕和〔10〕.1

17.假定波函数因子不显含波矢k，以N个原子构成的一维原子为例，证()()()xuxuex ikx

k中=ψ
明万尼尔函数具有定域性.

[解答]

由《固体物理教程》（5.50）式可知，一维晶格的万尼尔函数为

()().,1,∑−=
k

iknaxke
N

xnaW
αα
ψ

按照布洛赫定理，晶体中电子的波函数

()().,,xkuexkikx

αα
ψ=

上式中调制因子是晶格的周期函数.将波函数代入万尼尔函数得().,xku
α

()()().,1,∑−=
k

naxikxkue
N

xnaW
αα

若调制因子不显含波矢k，则上式化为().,xku
α

()()().1,∑−=
k

naxikexu
N

xnaW
αα

上式中

.
22
,
2N

l
N

aN

l
k≤<−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
π

解法一：

令
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,
2

N
hl−=

万尼尔函数化成

()()()()
()
∑∑
−−==

l

nax
N

l
i

k

naxikexu
N

exu
N

xnaW
ααα

11
,

()
()
()
∑
=

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

=
N

h

nax
aN

Nh
i

exu
N1

22
1
π

α

()
()()
.
1

1

2

∑
=

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
N

h

nax
aN

h
inax

a
i

eexu
N

ππ

α

上式最后求和是一等比级数前N项的和，所以

()()
()()

∑
=

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

=
N

h

nax
aN

h
inax

a
i

eexu
N

xnaW
1

2
1
,

ππ

αα

()
()

()()

()nax
N a

i

nax
a

inax
N a

i

nax
a

i

e

ee

exu
N −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−−

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

•=
π

ππ

π

α2

22

1

1
1

()

()()

()nax
N a

i

nax
a

inax
a

i

e

ee

xu
N −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

•=
π

ππ

α2

1

1

()
()

()
.

1

sin2
1
2

nax
N a

i

e

nax
a

i
xu

N−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

−

−
•=
πα

π

由上式可知，当时nnanx≠′′≠,

()0,=′annaW
α

当时，利用，得到万尼尔函数最大值nax→yey y+≈→1,0

()().,xuNnanaW
αα
=
可见万尼尔函数具有定域性.

解法二：

由于原子数N是一个很大的数目，波矢的取值可看成准连续的，所以万尼尔函数

()()().1,∑−=
k

naxikexu
N

xnaW
αα

的求和项可化成积分，即

()()()∫−
−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=a
a

naxikdk
N a

exu
N

xnaW
π

πααπ2

1
,

()
()()

()
()
()

()
.
sin

2
nax

a

nax
axuN

nax
a

i

ee
xuN

nax
a

inax
a

i

−

−
=
−

−
•=
−−−

π

π

πα

ππ

α

由上式可知，当时nnnx≠′′=,

；()0,=′annaW
α

当时，得到万尼尔函数峰值nax→
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()().,xuNnanaW
αα
=
可见万尼尔函数具有定域性.

18.一维晶格，周期势为

()(),
1

∑
=

−−=
N

n

naxAxVδ

其中为函数.孤立原子中s态电子的波函数()nax−δδ

(),21naxat

s enax
−−=−ααϕ
求晶格中s态电子的能带.

[解答]

从已知条件看，周期势场仅仅在格点处有很大的负值，稍稍偏离格点，周期势场的值就趋于0.根据周期势

场的这一特点可以断定，晶格中的电子被束缚在格点附近的几率远远大于它在偏离格点处的几率，也就是

说，本题是典型的紧束缚模型.用紧束缚方法处理晶格的态电子，当只计及最近邻格点的相互用时，由《固

体物理教程》（5.60）式，其能带表示式为

,是最近邻格矢，()∑•−−=
n

ss

at

ss JCEkE n
Rk
e
��

nR
�

其中积分

()()()[]()∫−−=∗N a

at

s

atat

ss dxxxVxVxCϕϕ

是将参考格点取为原点.如果取参考格点为，则有anx′=

()()()()∫∑′−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′−+−−′−−=
=

∗

N a

at

s

N

n

at

ss dxanxanxAnaxAanxCϕδδϕ
1

()()().∫∑′−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−′−−=
′≠

∗

N a

at

s

N

nn

at

s dxanxnaxAanxϕδϕ

根据函数的性质可知，上式积分.而积分δ0=sC

()()()()∫∑−′−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−′−+−−′−−=
=

∗

N a

at

s

N

n

at

ss dxaanxaanxAnaxAanxJ ϕδδϕ
1

()()
()
().
1
∫∑−′−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−′−−=
+′≠

∗

N a

at

s

N

nn

at

s dxaanxnaxAanxϕδϕ

()[].a
N a

aanxanx
A edxeanxAeα
αα
αδα−
−′−−′−−=′−−−=∫
假设x轴是水平方向，在上式积分中只取了参考格点右边的最近邻格点，取左边的最近邻格点也有同样的

结果.由参考点左右两个最近邻，又得

.cos2en
Rk

kaee
ikaika

n

=+=−•∑
��

于是s态电子的能带

().cos2kaeAEkE aat

s

αα−−=
19.证明迪·阿哈斯—范·阿耳芬效应的周期为

,
21

S

e

Bℏ

π=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆

其中S是的平面在费密球上所截出的面积.0=zk
[解答]

由热力学可知，当磁感应强度B增加dB时，磁场H所作的功

,H dBVdUc=
即系统内能的微分

（1）,HV
B

U
c=∂
∂
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其中是晶体体积.cV

由电磁学可知，磁感应强度、磁场和磁化率的关系是χ

（2）.1
0H

B

µ
χ=+

由（1），（2）两式可得

（3）.1

0

−

∂
∂
=

B

U

BVc

µ

χ

其中是真空中的磁导率.由上式可以看出，磁化率随磁场的倒数作振荡，应是系统内能的微商BU∂∂
随1/B作振荡的反映.

我们知道，当不存在磁场时，能态在波矢空间分布是均匀的，当由磁场存在时能，能态重新分布，磁

场的作用使电子的量子态高度简并，此时电子的状态密度为

（4）()∑
=

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
l

n

c
ccnE

mV
EN
0

2123

222

12

8
ω
π

ω
ℏ
ℏ

ℏ

令

（5）,
2

1
,
2

8

23

22nc
ccbna

mV=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ω
π

ω
ℏ
ℏ

ℏ

则电子系统的能量

()
[]∑∫∫=−
==

l

n

E

n

E
F

F

bE

aE dE
dEEE NU
0
021

0

（6）

[]()

[](){}.22
3

2

3

2

0

2321

0

2323

∑

∑

=

=

−−+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−−=

l

n

nnFn

l

n

nnF

babEab

babEa

对上式求微商

()()()()∑
=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂
−
∂
∂
−⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂
−−
∂
∂
=
∂
∂l

n

n
nn

n
nnF

B

b
bab

B

a

B

b
babE

B

a

B

U

0

21232123

2

3

3

2

2

3

3

2

（7）

()()
.

2

3
2

2

0
2123

∑
=

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
∂
∂
+•
∂
∂
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

∂∂
••−−•
∂
∂
•+−••
∂
∂

+
l

n
n

nn

nF

n
nnF

n
nFn

B

b
bab

B

a

bE

Bb
babE

B

b
abEb

B

a

因为

.
2

1

2

1

m

eB
nnbcn

ℏ
ℏ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=ω

所以

（8）.
2

1

m

e
n

B

bnℏ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=
∂

∂

（7）式中有一项为

（9）

m

eB
nEm

enab

bE

Bbba

F

nl

onnF

nn

ℏ

ℏ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−
=
−

∂∂
−∑
=

2

1

2

1
2
2
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可见，每当

FE
m

eB
n=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+ℏ
2

1

时，将成为极大值，磁化率将变成极小值.设时BU∂∂χiBB=

（10）F
iE

m

eB
n=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+ℏ
2

1

对应磁化率的一个极小值，相邻的一个极小值对应时1+=iBB

（11）F
iE

m

eB
n=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+−+1
2

1
1
ℏ

其中我们假设.由以上两式可得iiBB大于1+

（12）.
111

1FiimE

e

BBB

ℏ
=−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆
−

上式的是一个固定的常量，这说明，每当两个的间距（周期）等于这一常量时，磁化率⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆
B

1

B

1

FmE

eℏ

曲线就多一个极小.也就是说，磁化率以磁场倒数作振荡.
B

1

因为的平面在费密球上截得的圆面积0=zk

,2FkSπ=
费密能

,
2

22

m

k
E F

F

ℏ
=

所以有

.
21

S

e

Bℏ

π
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆

20.从能带都为
FEEEE==到0

,
2

2222

0⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++=

z

z

y

y

x

x

m

k

m

k

m

k
EE
ℏ

其中都是大于零的常数.求电子的能态密度

()()
,
2

3

0EE

nV
EN

F

c

−
=

其中n为单位体积内的电子数.

【解答】

由已知条件可将波矢空间内电子能带满足的方程化为

()()().1222
2

0

2

2

0

2

2

0

2

=
−
+
−
+
−

ℏℏℏ

EEm

k

EEm

k

EEm

k

z

z

y

y

x

x

将上式与椭球公式

1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x

比较可知，在波矢空间内电子的等能面是一椭球面，与椭球的体积

abcπ
3

4

比较可得知，能量为E的等能面围成的椭球体积
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().22
3

423
03

EEmmmzyx−=
ℏ
πτ

由上式可得

().242103dEEEmmmdzyx−=
ℏ

π
τ

能量区间内电子的状态数目dEE→

()
().2
2
2
21

0323
dEEEmmm

V
d

V
dz zyx

cc−==
ℏπ
τ
π

是晶体体积.电子的能态密度cV

=()
dE

dz
EN=()210322EEmmm

V
zyx

c−
ℏπ

设电子的浓度为，则区间的电子的总数为，且nFEE−0nVc

nVc()().
3

2
2
23

032
0

EEmmm
V

dEEN zyx
c

E

E

F

−==∫ℏπ
将上式与能态密度

=()FEN()210322EEmmm
V

Fzyx
c−
ℏπ
比较，得

()FEN
()
.
2

3

0EE

nV

F

c

−
=

21.证明

()
∫Ω
•−=
ΩN KK

rKki

mn

mnrde
N
.
1
,δ
�

【解答】

当时，公式
mnKK
��
=

()∫Ω
•−=
ΩN KK

rKki

mn

mnrde
N
.
1
,
��

��� �
δ

成立.

当,,332211blblblkKjKiKKKKKK lzlylklmnmn++=++==−≠
��������
设

zyx LLLN++=Ω

,
332211apapapiL x

����++=

其中分别为晶体在方向的长度，是倒格子原胞基矢，是正格子原胞
zyx

LLL,,zyx,,321,,bbb
���

321,,aaa
���

基矢，是整数.于是进一步得到
321321,,,,,ppplll

()()
.
11
000∫ ∫ ∫∫
++

Ω

•−=
Ω

x y z lzlylxmn
L L L zKyKxKi

zyx
N

rKki
dx dy dze

LLL
rde

N

����

由

()()µππ22332211=++==•blblblL xKiLK L xxl

��

可知，的整数倍.不难得到π2是L xK L x
()µ

0
1

0

11

0
=
−
==∫

lx

L xiK
x

lx

xiK

x

L
xiK

x L x iK

eL

xiK

e

L
dxe

L

lxlx
x

lx

由此得证

()∫Ω
•−=
ΩN kk

rKki

mn

mnrde
N
.
1
,
��

��� �
δ
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22.证明

().
1
,nn

nn

RR

k

RRkie
N
��

���

′

′=∑−δ
【解答】

当的取值个数为N个，所以公式kRR nn

���
时，因=′
().
1
,nn

nn

RR

k

RRkie
N
��

���

′

′=∑−δ
成立.

当，并将332211apapapRRRRR pnnnn

��������++==≠′′－，设

3

3

3
2

2

2
1

1

1b
N

l
b

N

l
b

N

l
k
����
++=

代入下式，得

，()⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=•=−•′
3

33

2

22

1

112
N

lp

N

lp

N

lp
RkRRkpnnπ
�����

其中分别是方向晶体的原胞数目.于是321,,NNN 321,,aaa
���

()=∑−′
k

RRkinne
���

∑
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

321

3

33

2

22

1

112

lll

N

lp

N

lp

N

lp
i

e
π

=，∑∑∑••
123

3

33

2

22

1

11222

lll

N

lp
i

N

lp
i

N

lp
i

eee
πππ

其中

.3,2,1,
22
=<<−j

N
l

N j

j

j

令则
2

j

jj

N
hl−=

.
1

2

1

2
22

∑∑∑
==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

±==
j

j

j

jj
j

j

j

j
jj

j

j

jj N

h

N

lp
iN

h

N

N
hp

i

l

N

lp
i

eee
πππ

上式是等比级数前项的和，于是

.0

1

1

2

22

1

2

=

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−•

=∑
=

j

j

j

jj

j

j

j

j

j

jj

N

p
i

N

Np
i

N

p
i

N

h

N

lp
i

e

ee

e
π

ππ

π

由此的证

().
1
,nn

nn

RR

k

RRkie
N
��

���

′

′=∑−δ
23.证明

().
1
,m

n

Kkk
n

Rkkie
N
���

���

+′
−′=∑δ
【解答】

因为
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,2

,

,

332211

332211

µπ=•

++=

++=

nm

n

m

RK

anananR

bmbmbmK

��

����

����

所以

()()()()[].
111
∑∑∑+−′•−−′−′=•=

n

RKkkiRKi

n

Rkki

n

Rkkinmnmnne
N

ee
N

e
N

����������

当的取值个数为N个，所以由上式得
nmRKkk
����
，因为+=′

()()[]1
1110===∑∑∑+−′−′

nn

RKkki

n

Rkkie
N

e
N

e
N

nmn

������

.
,mKkk
���
+′
=δ

当，设，mKkk
���
+≠′

3

3

3
2

2

2
1

1

1b
N

l
b

N

l
b

N

l
k
����′
+
′
+
′
=

，3
3

3
2

2

2
1

1

1b
N

l
b

N

l
b

N

l
k
����
++=

，
3

3

3
2

2

2
1

1

1b
N

p
b

N

p
b

N

p
kkk
������
++=′′=−′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=•′′
3

33

2

22

1

112
N

np

N

np

N

np
Rk

n
π
��

则有

()()()()[].
111
∑∑∑+−′•−−′−′=•=

n

RKkkiRKi

n

Rkki

n

Rkkinmnmnne
N

ee
N

e
N

����������

==∑′′
n

Rkine
N

��1
∑
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

321

3

33

2

22

1

1121

nnn

N

np

N

np

N

np

e
N

π

=∑∑∑••
123

3

33

2

22

1

11222

nnn

N

np
i

N

np
i

N

np
i

eee
πππ

因为

.3,2,1,
22
=<<−j

N
p

N j

j

j

=∑
j

j

jj

n

N

np
i

e
π2

.0

1

1

2

22

1

2

=

−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−•

=∑
=

j

j

j

jj

j

j

j

j

j

jj

N

p
i

N

Np
i

N

p
i

N

n

N

np
i

e

ee

e
π

ππ

π

由此得证

().
1
,m

n

Kkk
n

Rkkie
N
���

���

+′
−′=∑δ
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第六章自由电子论和电子的输运性质

习题

1.一金属体积为，电子总数为，以自由电子气模型VN
（1）在绝热条件下导出电子气的压强为

.
3

2
0

V

U
P=

其中.
5

30
0FN EU=

（2）证明电子气体的体积弹性模量

.
9

10

3

50

V

U
PK==

【解答】

（1）在绝热近似条件下，外场力对电子气作的功等于系统内能的增加，即WdU

,PdVWdU−==

式中是电子气的压强.由上式可得P

.
V

U
P
∂

∂
−=

在常温条件下，忽略掉温度对内能的影响，则由《固体物理教程》（6.5）式得

.3
25

3

5

3
32

2

2

0

0⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛===π
V

N

m
NNEUUF
ℏ

由此得到

=
∂

∂
−=
V

U
P0()().
3

2

3

2
3
25

3035322
2

V

U
VN
m
N=•−π
ℏ

（2）由《固体物理教程》（2.11）式可知，体积弹性模量K与压强P和体积V的关系为

.
V

K

V

P
−=
∂

∂

将

=
∂

∂

V

P()().
9

10

3

5

3

2
3
25

3038322
2

V

U
VN
m
N−=•−−π
ℏ

代入体积弹性模量K与压强P和体积V的关系式，得到

.
9

10
0

V

U
K=

2.二维电子气的能态密度

(),
2
ℏπ

m
EN=

证明费米能

],1ln[
2

−=TmknBF BeTkE
ℏπ

其中为单位面积的电子数.n

【解答】

由已知条件可得单位面积金属的电子总数

()()().
10
2
0∫∫
∞

−

∞

+
==
TkEE BFe

dEm
dEEfENn
ℏπ
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作变量变换

,
Tk

EE
x
B

F−=

则有

∫∫
∞

−−

−∞

−+
=
+
=
TkE x

x

B

TkE x

B

BFBF e

dxeTmk

e

dxTmk
n
11
22
ℏℏππ

()(),1ln1ln
22

TkEB
TkE

xB BF

BF
e
Tmk
e
Tmk
+=+−=∞−
−

ℏℏππ

即

=.
TkEBFe+1TmknBe
2
ℏπ

由上式解得

()1ln2−=TmknBF BeTkEℏπ
3.金属膨胀时，价带顶能级发生移动

V

V
EEC
∆
−=∆
1

证明

.
3

2
1FEE=

【解答】

解法一：

金属中自由电子的费米能

(),3
2
3
2

32

32

2

2
322

2

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==AV
V

N

m
n
m
EFππ
ℏℏ

可认为是能带顶，式中

().3
2

322

2

πN
m
A
ℏ
=

当金属体积膨胀后，体积由V变成了，费米能变成了VVV∆+=′

()32−∆+=′VVAEF

()
32

32

1

−
−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆+=
V

V
VA

().
3

2
1
32

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆+≈−
V

V
VA

费米能的变化量

.
3

2
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆−=−′=∆
V

V
EEEE FFFF

与已知条件比较可得

.
3

2
1FEE=

解法二：
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由《固体物理教程》（5.103）式可知，自由电子的能态密度

().2
3

21

23

22
E
mV
EN⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
ℏπ
电子总数

().2
3

23

23

220
F

E

E
mV
dEENN
F

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==∫
ℏπ
金属膨胀后，能态密度增大，费密能级降低，但电子总数不变，即

()().2
3

23

23

220
F

E

E
mV
dEENN
F′⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛′=′=∫
ℏπ
由以上两式解得

()[],
3

22323⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆−=−′=−′=∆−−
V

V
EVVAEEE FFF

.
3

2
1FEE=

4.由同种金属制做的两金属块，一个施加30个大气压，另一个承受一个大气压，设体积弹性模量为，电
211
10mN

子浓度为，计算两金属块间的接触电势差.
328
105m×
【解答】两种金属在同一环境下，它们的费密能相同，之间是没有接触电势差的.但当体积发生变化，两金属的导电电子

浓度不同，它们之间将出现接触电势差.设压强为0时金属的费密能为，金属1受到一个大气压后，费密能为，金属FE 1FE

2受到30个大气压后，费密能为，则由《固体物理教程》（6.25）式可知，金属1与金属2间的接触电势差
2FE

().1
2121FF EE
e
VV−=−

由上边第3题可知

.
3

2

,
3

2

2

2

1

1

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∆−=

V

V
EEE

V

V
EEE

FFF

FFF

由《固体物理教程》（2.10）式可知，固体的体积变化与体积弹性模量K和压强P的关系为V∆

,
V

V
KP
∆
−=

所以

().
3

2

3

2
21

21

21
PP
K

E

K

P

K

P
EEE FFFF−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=−

两金属的接触电势差

()()().3
33

2
21

322

2

2121
PPn
meK
PP
eK

E
VVVF−•=−=−=∆π
ℏ

将

,10110.9
31kgm−×=,10602.119Ce−×=

,10055.1
34sJ•×=−ℏ,10,/105211328mNKmn=×=

,10
25

1
mNP=25
2
1030mNP×=
代入两金属的接触电势差式子，得

().1058.95伏−×−=∆V
5.若磁场强度沿z轴，电流密度沿x轴，金属中电子受到的碰撞阻力为是电子的动量，试从运动方程出发，B
�
PP
��
,/τ−
求金属的霍尔系数.
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【解答】

电子受的合力

（1）()().BvmvBvP
dt

Pd
F
����
��
�
×+−−=×+−−==ε
τ
ε
τ
由于电子受的阻力与它的速度成正比，所以电场力与阻力平衡时的速度是最高平均速度，此时电子的加速度变为0，（1）式化成

（2）().Bv
m

e
v
��×+−=ε
τ

因为电流的方向沿轴，平衡后，电子沿z轴方向和y轴的速度分量为0.因此，由（2）式得x

（3）,xx
m

e
vε
τ
−=

（4）.0xyv
m

Be

m

eτ
ε
τ
+−=

由以上两式得

（5）.xxy
m

Be
Bvε
τ
ε==

称为霍耳电场，其方向与磁场和电流方向的关系如图6.3所示.

图6.3霍尔电场

将电流密度

（6）
xxjσε=
和（5）式一并代入霍耳系数

（7）

Bj
R
x

y

H

ε
=

得到

（8）

σ

τ

m

e
RH−=

将《固体物理教程》（6.85）式代入上式，并取得mm=∗

.
1

ne
RH−=

6.试证金属的热导率

()210
22

23F

B

mE

Tknl
k
π
=

其中是费密面上电子的平均自由程.l
【解答】

由《固体物理教程》（6.63）式可知，金属中导电是电子的弛豫时间满足以下关系τ

()().cos1,1∑
′

−′Θ=
k

kkθ
τ

��

电子的波矢在空间内的分布十分密集，上式可用积分表示k
�
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()().cos1,1∑
′

−′Θ=
k

kkθ
τ

��

()
()()

()
()()()∫∫

∫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
′′−′Θ=

′−′Θ=

∞π
θθπθ
π

θ
π

00

2

3

3

.sin2cos1,
2

1

cos1,
2

1

dkdkkk

kdkk

�

���

令

()
()
()(),,
2

1
,
0

2

3∫
∞
′′′Θ=kdkkkEW
�

π
θ

则是能量为的电子在单位时间内被散射到立体角()ΩdEWθ,E
θθπddsin2=Ω
内的几率.如果散射是各向同性的，无关，则()θθ与,EW

()()().4sincos121
0

EWdEWπθθθπ
τ

π

=−=∫
上式说明，就是能量为的电子在单位时间内总的散射几率，也就是说是电子的平均自时间.τ1Eτ
由《固体物理教程》（6.126）式可知，金属的热导率

,
3

22

T
m

nk
kFB
τπ
=

式中是费密面上的电子的平均自由时间.电子的平均自由时间和平均速度与平均自由程的关系是FτFτFvl

.FFvlτ=
而平均速度由下式求得

.
2

102
FF Emv=

于是得到

.

()210
22

23F

B

mE

Tknl
k
π
=

7.设沿平面施加一电场，沿轴加一磁场，试证，在一级近似下，磁场不改变电子的分布函数，并用经典力学解释x y z
这一现象.

【解答】

在只有磁场和电场情况下，《固体物理教程》（6.47）式化成

().0
τ
ε
ff
fBv
e
k

−
=∇•×+
��

ℏ
由上式可解得

().
0
fBv
e
ff k∇•×++=
��

ℏ
ε
τ

考虑到外界磁场和电场对电子的作用远小于原子对电子的作用，必有

(),
0
ffBv
e
k<<∇•×+
��

ℏ
ε
τ

.fk∇0fk∇≈
于是有相当好的近似

().
00
fBv
e
ff k∇•×++=
��

ℏ
ε
τ

因为

,
00

0
v
E

f
E
E

f
fkk
�
ℏ
∂
∂
=∇
∂
∂
=∇

所以
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().0
0

0

0
v
E

f
ef
E

f
Bv
e
ff
��
ℏ
��

ℏ
•
∂
∂
+=
∂
∂
•×++=ετε
τ

可见在一级近似下，磁场对分布函数并无贡献.由经典理论可知，电子在磁场中运动受到一洛伦兹力，该力Bve
��×−
与电子的运动方向垂直，它只改变电子的运动方向，并不增加电子的能量，即不改变电子的能态.也就是说，从经典理论看，v
�

磁场不改变电子的分布函数.

8.是平衡态电子分布函数，证明
0
f

.
00

E

f

T

E

T

E

T
T
T

f F
∂
∂
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
−=
∂
∂

【解答】

金属中导电电子处于平衡态时，其分布函数

.()
1

1
0+
=−TkEE BFe
f

令

()(),,yexTkEE TkEEBF BF==−−
则有

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂
+
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
∂
=
∂
∂
T

x

T

E

E

x

x

y

y

f

T

f F

F

00

()
()
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡−
−
∂
∂
−
+
−=
22

1

1

1

Tk

EE

T

E

Tk
y
y B

FF

B

()
()
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡−+
∂
∂

+
−=
T

EE

T

E

Tky

y FF

B

2

1

.
0

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
∂
∂
−=
T

E

T

E

T
T
E

f F

9.立方晶系金属，电流密度与电场和磁场的关系是j
�
εB
�

,()[]εεβεαεσ2
0
BBBBj−•+×+=
����

试把此关系改写成

()()[]{}.2
0
jBBjBbjBaj
�������
−•+×+=ρε

【解答】

立方晶系金属的电流密度与电场和磁场的关系是j
�
εB
�

()()[]εεβεαεσ2
0
BBBBj−•+×+=
����

对大多数金属来说，秒，如果取，则有
14
10
−≈Fτmm=
∗

()
.,,1
02

22

00
ασ
τ
βσσ
τ
α
τ
<<=<<=<<
∗∗∗
m

e

m

e

m

eFFF

因此电流密度的主项

εσ
0
=j

也即电场的主项

j
�

0
ρε=

式中
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0

0

1

σ
ρ=

为立方晶系金属的电阻率.由立方晶系金属的电流密度与电场和磁场的关系解得j
�
εB
�

()()[]{}εεβεαρε2
0
BBBBj−•−×−=
����

将电场的主项代入上式右端的中，得到ε

()()[]{}jBBjBjBj ������� 2
000
−•−×−=βραρρε

()()[]{}.2
0
jBBjBbjBaj
�������
−•+×+=ρ

其中

.,
00
βραρ−=−=ba

10.有两种金属，价电子的能带分别为

,
22BkEAkE==和

其中，并已测得他们的费米能相等.BA>
（1）它们的费米速度哪个大？

（2）在费米面上的电子的弛豫时间相等的情况下，哪种金属的电导率大？

【解答】

（1）已知金属与金属的费米能相等A B

.
22

F BF BF AF A AkEAkE===

所以

.
A

B

k

k

FB

FA=

金属中电子的费米半径、费米速度和有效质量的关系是FkFv
∗
m

=.
∗
mFvℏFk

金属电子的有效质量A

A

k

E
m

A

A
2

2

2

2

2
ℏℏ
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
=∗

金属电子的有效质量B

B

k

E
m

B

B
2

2

2

2

2
ℏℏ
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∂
∂
=∗

于是

.
B

A

km

mk

v

v

FBA

BF A

F B

F A==∗
∗
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因为，所以金属电子的费米速度大.BA>A

（2）如果外电场沿方向，则方向的电场与电流密度的关系（参见《固体物理教程》6.84式）为x x xεxj

.
4

2

2

2

∫∇=FSxkxx E
dS
v
e
jετ
π

上式积分沿费米面进行.将上式与

xxjσε=

比较，可得立方晶系金属的电导率

.
4

2

2

2

∫∇=FSkxE
dS
v
e
τ
π
σ

在费米面是一球面的情况下，上式积分为

.
4

4

22

2

2

F

FF xF

v

kve

ℏ

πτ

π
σ=

其中利用了.将关系式vEkℏ=∇

.
3

122
FF xvv=

代入电导率式得

.
3
2

32

∗=m
keFF
π

τ
σ

于是

.
3

3

A

B

km

mk

FBA

BF A

B

A==∗
∗

σ

σ

可见金属的电导率大.B

11.求出一维金属中自由电子的能态密度、费米能级、电子的平均动能及一个电子对比热的贡献.

【解答】

设一维一价金属有N个导电电子，晶格常数为.如图6.4所示，在αdEEE+−

图6.4一维金属中自由电子的能带

能量区间波矢数目为

.2
2
dk
Na
•
π

利用自由电子的能量于波矢的关系
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,
2

22

m

k
E
ℏ
=

可得能量区间的量子态数目dEEE+−

.
2
2
2
2
21

dEE
mNa
dk
Na
dz
−=•=
ℏππ

由此得到能态密度

().221−==EmNa
dE

dz
EN
ℏπ

在绝对零度时费米能级以下的量子态全被电子占据，所以有

().222
0

0

21

0

00

ℏℏππ

F
EE mENa
dEE
mNa
dEENN
FF

===∫∫ −

由上式即可求得电子的费米能

.
8
2

22

0

ma
EF
ℏπ
=

平均一个电子所具有的能量

∫=
N

EdN
N
E
0

1

()()()∫∫
∞∞
==
0

21

0

21
dEEfE
ma
dENEEf
Nℏπ

其中是电子费米分布函数.利用分布积分，得到()Ef

()∫
∞
=
0

212
dEEfE
ma
E
ℏπ

()

∫

∫
∞

∞

⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛
∂
∂
−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
−
∞
=

0

23

0

2323

.
3

22

3

22

03

22

dE
E

f
E
ma

dE
E

f
E
ma
EfE
ma

ℏ

ℏℏ

π

ππ

利用《固体物理教程》（6.7）和（6.10）两式得

.()
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=2
2

23

83

22
Tk
E
E
ma
E B
F

F

π

πℏ

平均一个电子对热容量的贡献为

,
12

2

B

FV

Vek
T

T

T

E
C⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
=
π

其中利用了费米能与费米温度的关系

.FBFTkE=

12.对于二维金属，重复上述问题.

【解答】



150

如图6.5所示，在绝对零度时，二维金属中的导电电子（设为自由电子）在波矢平面内充满一费米圆.自由电子的能量

，所以能量区间的电子占据图中的范围.在此范围内的波矢数目为mkE222ℏ=dEEE+→dk

()
,2
2
2
kdk
S
π
π
•

图6.5二维波矢空间

其中

()22π
S

是二维金属中导电电子的波矢密度，S是金属面积.由得mkE222ℏ=

.
2
ℏ

mdE
kdk=

能量区间的量子态数目则为dEEE+→

()
.2
2
2
222
dE
mSmdES
dz
ℏℏπ
π
π
=•=

能量密度

().
2
ℏπ

mS

dE

dz
EN==

在绝对零度时，费米能级以下的量子态全被电子占据，所以有

().0
2
0
2
0

00

F

EE

E
mS
dE
mS
dEENN
FF

ℏℏππ∫∫ ===
由上式可得

m

n
EF

2

0ℏπ=

其中是金属中导电电子的密度.可见二维金属中导电电子的费米半径为n

()212nkFπ=
平均一个电子所具有的能量

∫=
N

EdN
N
E
0

1()()()∫∫
∞∞
==
0
2
0

1
dEEEf
n

m
dENEEf
Nℏπ

利用分布积分，得到

()∫
∞

=
0
2
dEEEf
n

m
E
ℏπ
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()

∫

∫
∞

∞

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
−
∞
=

0

2

2

0

2

2

2

2

2

202

dE
E

f
E
n

m

dE
E

f
E
n

m
EfE
n

m

ℏ

ℏℏ

π

ππ

利用《固体物理教程》（6.7）和（6.10）两式得

().
32

2

2

2

2⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=TkE
n

m
E BF
π

πℏ

平均一个电子对热容量的贡献为

,
3

2

B

FV

Vek
T

T

T

E
C⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
=
π

13.证明热发射电子垂直于金属表面运动的平均动能为，平行于表面运动的平均动能也是.TkBTkB

【解答】

当无外加电场，温度也不太高时，金属中的价电子是不会脱离金属的，因为金属中的价电子被原子实紧紧的吸引着，电

子处于深度为一势阱中.如图6.6所示，要使最低能级上的电子逃离金属，它至少要从外界获得的能量.要使费米面上
0
E
0
E

的电子逃离金属，它至少要从外界获得的能量.()FEE−=0ϕ

为方便计，取一单位体积的金属.在空间内范围内的电子数目k
�
kd
�

()
()kdEfdn
�

3

2

2

π
=

图6.6深度为势阱
0
E

其中

()().
1

1

+
=−TkEE BFe
Ef

转换成速度空间，则在区间内的电子数目vdvv
���
+→

(),
1
2

3

+
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=−TkEE
zyx

BFe

dvdvdv

h

m
dn

式中利用了关系

.kvm
�
ℏ
�=

对于能脱离金属的热发射电子，其能量E必满足对大多数金属来说,，所以必有()ϕ>−FEE TkB>>ϕ

()
1

2

2

1

>>=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−
−
TkEmv
TkEE
BF
BFee
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式中已取

2

2

1
mvE=

于是

.2
2

3

2

zyx

TkmvTkEdvdvdvee
h

m
dnBBF−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

设金属表面垂直于z轴，热发射电子沿z轴方向脱离金属，则要求

0

2

2

1
Emvx>>

而速度分量、可取任意值.所以在区间的热发射电子数目xvyvzzzdvvv+→

()∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=x
Tkmv

y

Tkmv

z

TkmvTkE

z dvedvedvee
h

m
vdnBxByBzBF 2
22

3

222

2

利用积分公式

a
dxe
axπ=∫
∞

∞−

−2

得到

().42
3

2
2

z

TkmvTkEB
z dvee
h

Tkm
vdnBzBF−=
π

垂直于金属表面的速度分量为的电子在单位时间内逃出金属表面的数目为

().zzvdnvdN=
于是，热发射电子垂直于金属表面运动的平均能量

.
22

1

0

2

0

2

2

2

2

232

zmE
z

Tkmv

z

mE
z

Tkmv

zz

z

dvev

dvev
m

dN

dNmv
E
Bz

Bz

∫
∫
∫
∫
∞−

∞−

==

利用积分公式

()
a

b
cx
c

e
dxxe

a

b

c

e
e

cx
b

a

cx

cx
b

a

cx

1

,

2
−=

=

∫

∫

得到

.
0
TkEE Bz+=

是金属中的电子脱离原子实的吸引所需要的最低能量，在克服原子实的吸引脱离金属的过程中，这部分能量已消耗掉了.因
0
E
此脱离金属的电子垂直于金属表面运动的平均动能为

TkB

因为在速度区间内的电子，在单位时间内逃出金属表面的数目为vdvv
���
+→

.dnvNdz=′
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所以，热发射电子平行于金属表面运动的平均动能

()

∫
∫
′

′+
=
Nd

Ndvvm
E
yx

xy

22

2

1

()()

()
.
2

0

222

0

222

2

2

2

222

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞++−

∞

∞−

∞

∞−

∞++−

⎥⎦
⎤
⎢⎣
⎡
⎥⎦
⎤
⎢⎣
⎡+
=

yx
mE
z

Tkvvvm

z

yx
mE
z

Tkvvvm

yxz

dvdvdvev

dvdvdvevvv
m

Bzyx

Bzyx

利用积分公式

a
dxeax
π
=∫
∞

∞−

−2

()
,
2

1253122

aa

n
dxex
nn

axππ−•••=∫
∞

∞−

−⋯

得到热发射电子平行于金属表面运动的平均动能为

.TkEBxy

14.证明，当时，电子数目每增加一个，则费密能变化TkB
0

FE<<

(),
1

0

0

F

F
EN
E=

其中为费密能级处的能态密度.()0FEN
【解答】

由《固体物理教程》（6.3）式可得

(),3
2
3
2

32

32

2

2
322

2

0A N
V

N

m
n
m
E
c

F=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==ππ
ℏℏ

式中

.
3

2

32
22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
cVm
A
πℏ

当电子每增加一个，费密能的变化

(),13232A NNAE F−+=∆
因为导电电子数目很在，所以

().
3

2
1
1
11
32

32

3232⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+≈⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+=+
N
N
N
NN

于是

.

3
2

2

2

1

3

2

31

2

23

22

31

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
==∆

π
πc

c

F

V

N

m

mVN

A
E
ℏ

ℏ

由《固体物理教程》（5.103）式可知，自由电子的能态密度
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()().3
2

2

2

2

2

31

2

23

22

310

23

22

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
•⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=π
ππc

c
F
c
F
V

N

m

mV
E
mV
EN
ℏ

ℏℏ

由此可得

---(),
1

0

0

F

F
EN
E=

15.每个原子占据的体积为，绝对零度时价电子的费密半径为
3
a

()
,
6
312

0

a
kF
π
=

计算每个原子电子数目.

【解答】

由《固体物理教程》（6.4）式可知，在绝对零度时导电电子的费密半径

(),33120πnkF=
现在已知一金属导电电子的费密半径

()
,
6
31
2

0

a
kF
π
=

所以，该金属中导电电子的密度

.
2

3a
n=

是一个原子占据的体积，由此可知，该金属的原子具有两个价电子.
3
a

16.求出绝对零度时费密能、电子浓度、能态密度及电子比热与费密半径的关系.
0

FEn()0FEN eVC0Fk
【解答】

绝对零度时电子的费密半径

(),33120πnkF=
电子浓度与费密半径的关系是n

()
.
3
2

30

π

Fkn=

由《固体物理教程》（6.3）式可得到绝对零度时电子的费密能与费密半径的关系为

()(),
2
3
2

320

2
322

2

0

FFk
m
n
m
E
ℏℏ
==π

由《固体物理教程》（5.103）式可知，自由电子的能态密度是

().2
2

0

22

21

23

22F
cck
Vm
E
mV
EN
ℏℏππ
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

由此可得

()().2
2

0

22

210

23

22

0

F
c
F
c
F k
mV
E
mV
EN
ℏℏππ
=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=
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由《固体物理教程》（6.13）式可知平均一个电子对热容量的贡献为

.
2
0

2

B

F

Vk
T

T
C⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
π

因为

()
,
2

2
020

0

B

F

B

F
F
mk

k

k

E
T
ℏ
==

所以一个电子的热容与费密半径的关系为

()
.
2
02

22

T
k

mk
C

F

B
V

ℏ

π
=

17.经典理论认为,所有价电子都参与导电,电流密度与所有电子的漂移速度的关系是j dv

dnevj=

已知铜的电子浓度试比较费密速度和漂移速度.,105,10
34329mAjmn×==Fvdv

【解答】

是费密面上电子的动量,电子的费密速度则为Fkℏ

()
.
3
312

m

n

m

k
vFF
πℏℏ
==

将漂移速度

dv.
ne

j
=

与费密速度比较,得

()
.

3
312
πnne

jm

v

v

F

d

ℏ

=

将

sJkgmCe•×=×=×=−−34311910055.1,10110.9,10602.1ℏ

,105,10
34229mAjmn×==

代入上式,得到

.10877.1
12−×=
F

d

v

v

可见如果认为所有价电子都参与导电,则价电子的漂移速度将远小于费密面上电子的速度.这一点也不难理解,因为量子论认为,

参与导电的电子只是费密面附近的少数电子.如果把费密面附近的电子对电流的贡献也粗略地写成

,Fevnj′=

由于.,dFvvnn>><<′所以

18.电子漂移速度满足方程dv

,ε
τ
e
v

dt

vd
mdd−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛+
��
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试确定稳定态时交变电场下的电导率

()()
()
.
1

1
0
2⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+
=
ωτ

ωτ
σωσ
i

【解答】

设交变电场

,
0

tieωεε=

则电子漂移速度满足的方程变成

.
0

tidde
m

ev

dt

vdω
ε
τ
−=+
��

设上式的特解为

,
ωτiAe

则满足的方程为A

.
0

m

eA
Ai
ε

τ
ω−=+

由上式的到

()
.
1

0

ωτ

τε

im

e
A
+
−=

齐次方程

.0=+
τ

ddv

dt

vd
��

的通解为

.
τteB−
�

电子漂移速度满足的方程的解为

=
dv
�τt
eB
−
�

()
.
1

0tie
im

eω

ωτ

τε

+
−

当电子达到稳定态后，上式右端的第一项趋于0.于是

=
dv
�

()
.
1

0tie
im

eω

ωτ

τε

+
−

按照经典理论，电流密度与漂移速度，电导和电场强度的关系为j
�

dv
�
σε

=j
�

()
().
1

0

2

εωσ
ω

τεω=
+
=−tide
tim

ne
vne
�

由上式得

()()
()
.
1

1
0
2⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

−
=
ωτ

ωτ
σωσ
i

其中

()
m

neτ
σ

2

0=
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如果设电场为

,
0

ti
e
ω
εε=

则有

()()
()
.
1

1
0
2⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+

+
=
ωτ

ωτ
σωσ
i

19.求出立方晶系金属的积分、
1
P
32
PP和

【解答】

由《固体物理教程》（6.119），（6.120）和（6.123）三式得

∫

∫

∫

∇∂
∂
=

∇∂
∂
=

∇∂

∂
=

.
4

1

,
4

1

,
4

1

202

33

02

32

02

31

E

dEdS
E
E

f
vP

E

dEdS
E
E

f
vP

E

dEdS

E

f
vP

k

x

k

x

k

x

τ
π

τ
π

τ
π

以上三式中的面积分是在一个等能面上进行，对于等能面是球面的情况，面积分的值

.4
2kSπ=
自由电子的能量

，

m

k
E
2

22
ℏ
=

所以面积分化成

.
8

2
ℏ

mE
S
π
=

因为是电子的平均速度在方向的分量,所以
xvx

.
3

2

2

1

3

2

3

1222

m

E
mv
m
vvx=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛==

另外

.
2

m

E
vvEkℏℏℏ===∇

于是（6.119），（6.120）和（6.123）三式化为

,
3

22

,
3

22

,
3

22

027

323

025

322

023

321

∫

∫

∫

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂
−−=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂

∂
−−=

⎟
⎠
⎞
⎜
⎝
⎛
∂

∂
−−=

dE
E

f
E
m
P

dE
E

f
E
m
P

dE
E

f
E
m
P

τ
π

τ
π

τ
π

ℏ

ℏ

ℏ

利用《固体物理教程》（6.7）和（6.10）两式进一步得到
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()

()

(),
24

35

3

22

,
8

5

3

22

,
83

22

223

2

27

323

2

2

25

322

2

2

23

321

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−=

TkEE
m
P

Tk
E
E
m
P

Tk
E
E
m
P

BFF
F

B

F

F
F

B

F

F
F

π

π

τ

π

π

τ

π

π

τ

ℏ

ℏ

ℏ

20.利用上题结果,求出热导系数

m

Tnk
kB
3

22
τπ
=

【解答】

将上题、的代入《固体物理教程》（6.125）式,得立方金属导电电子的热导率
1P32PP和

.
33

22
2232

32
T
kEm
kBFF
π

π

τ

ℏ
=

将自由电子的费密能

()322
2

3
2
πn
m
EF
ℏ
=

代入立方金属导电电子的热导率,得
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【解答】

仅在主向存在温度梯度的情况下,由《固体物理教程》（6.118）式可知,金属中的电流密度x
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当达到平衡后,电子的浓度梯度和温差电场的方向都与方向反向,电子浓度梯度引起的反向扩散电流
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和温差电场引起的反向漂移电流
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更不可少

其实此问题用6.19题的结果也可证明.忽略费密能随温度的变化,则
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22.当金属中存在温度梯度时,电子分布函数可以看成是平衡分布函数的刚性平移,证明平移量为.()xf �
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【解答】

当金属中存在温度梯度时,导电子的分布函数变成了（参见《固体物理教程》6.116式）
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比较得到
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上式表明,当金属中存在温度梯度时,导电电子的分布函数可看成平衡分布函数在波矢空间里的刚性平移,平移()kf �()kf �
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