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刘宏文《材料力学》考点精讲

１　　　　

考研重点分析及复习思路梳理

一、概述：

１．材料力学是机械类、土木类、水利水工类、航空航天类等相关专业考研考生均可以选择考试的

的专业技术基础课，是以上所述所有专业的公共基础。因此，材料力学中所建立的基本概念、处理问

题的思想和解决问题的相应方法具有基础性和普适性。

２．现行通用的材料力学课程和考研内容体系：

第一部分为固体静力学基本概念以及杆件的基本变形理论，包括

轴向拉压、剪切、扭转和平面弯曲的内力计算、强度计算、刚度（变形）度量、简单超静定杆系的求

解（比较变形法）、超静定结构的特点以及强度和刚度设计中的合理设计思想。

第二部分为杆件的组合变形强度理论，包括应力和应变分析理论、组合变形的概念及工况（拉压

弯、拉压扭、弯扭、弯弯和拉压弯扭）、杆件的组合变形强度计算、经典强度理论的应用。

第三部分为杆系专题章节，包括压杆稳定性计算和合理设计、水平冲击和竖直冲击的动效应计

算、能量方法求解位移以及力法正则方程求解超静定问题四大专题内容。

３．学习材料力学时面临的主要问题：

（１）拉压问题的简单性（貌似）导致对材料力学的轻视；

（２）梁的剪力图和弯矩图的绘制方法掌握得生疏；

（３）合理设计思想的领会不透彻、相应数学工具应用得生疏；

（４）专题内容的难度和综合性较大。

二、考研重点及复习思路：

（一）考研重点：

第１章　绪论

考点

１．截面法及其应用：

２．基本概念：

（１）构件的强度、刚度和稳定性；

（２）可变形固体基本假设的内容、条件及其意义；

（３）总应力（全应力）、正应力、切应力（剪应力）、正应变（线应变）、切应变（角应变）的概念；

３．材料力学课程的主要任务：

本章内容的考研题型以填空、选择、简答为主，不会有大题出现。最常考查可变形固体基本假设

的内容、条件及其意义和应力、应变的概念。
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第２章　轴向拉伸与压缩；剪切

考点

１．轴向拉伸与压缩的受力特点和变形特点

２．轴力的概念、计算、轴力图的绘制；用胡克定律计算拉压杆的变形

３．低碳钢和铸铁在拉伸和压缩变形中的力学行为及相应指标的力学意义

４．拉压杆横截面和斜截面上的应力分布规律；拉压杆的强度计算问题；等强度设计的合理思想及

其应用

５．用“以切线代替圆弧线”的方法计算简单桁架的节点位移

６．一次超静定杆系（包括温度应力和装配应力）的求解；温度应力和装配应力的特点

７．连接件的实用强度计算

本章是变形固体静力学—杆形构件基本变形部分的重点章节，虽然轴向拉压是杆件最简单的一

种基本变形形式，但是本章所建立的基本概念和处理问题的思想和基本方法是普遍适用的，因此是重

点章节。本章内容的考研题型必有计算大题出现（强度条件的应用和／或等强度设计思想的应用；“以

切代弧”法求节点位移；一次超静定杆系（包括温度应力和装配应力）的求解）；另外，也常以填空、选

择、简答等题型考查考点１、２、３、７的相关内容。综合看来，对考点１、２、３、７的考查多重于概念的理

解；对考点４、５、６的考查则重于计算。

第３章　扭转

考点

１．扭转的受力特点和变形特点

２．外力偶矩的计算；扭矩的概念、计算（截面法＋设正法）、扭矩图的绘制

３．圆轴扭转时的强度条件、刚度条件；轴类构件的强刚度设计计算

４．圆轴扭转时变形的计算；切应变和剪切胡克定律；材料三个弹性常数之间的关系

５．纯剪切应力状态的概念；切应力双生互等定理；圆轴扭转时横截面和斜截面上的应力分布规律

及其关系；塑性材料和脆性材料扭转破坏现象的分析

６．简单的扭转超静定问题的求解

７．矩形截面杆扭转时、开口与闭口薄壁杆件自由扭转时横截面上切应力分布规律的主要结论

本章内容的考研题型常有大题出现，主要考查圆轴扭转时的强刚度设计计算或扭转超静定问题

（难题）；也常以填空、选择、简答等题型考查对概念的理解，本章内容的另一种考查方法是组合变形中

的弯扭组合变形问题。

第４章　弯曲内力

考点

１．梁的力学计算简图的建立过程与步骤

２．组合梁上不同部分载荷作用后引起的力学效应
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３．剪力、弯矩与载荷集度间的微积分关系；利用此关系绘制梁的剪力图和弯矩图；检验梁的剪力

图、弯矩图和受力图的关系

４．用取点连线法绘制梁的剪力图和弯矩图

５．平面简单刚架、曲杆的内力计算和内力图的绘制

本章内容的考研题型必有大题出现，可以单独考查梁的内力图的绘制，也可以将梁的内力图的绘

制与梁的强度计算问题进行综合考查；另外，也常以填空、选择、简答等题型考查对概念的理解。总

之，由于弯曲内力的分析是解决弯曲强度问题和弯曲变形问题的基础，同时，弯曲又是几种基本变相

中最复杂、最重要、最常见的一种，所以本章的内容是考研的必考重点之一。

第５章　弯曲应力

考点

１．静矩的概念、特点与截面形心的确定

２．组合图形形心主惯性矩的概念及其计算；对中性轴的惯性矩计算

３．矩形截面梁横截面上弯曲切应力的分布规律及计算—儒拉夫斯基公式的应用

４．梁的强度条件及计算：

（１）梁的正应力强度条件；

（２）梁的切应力强度条件；

（３）梁的强度计算：①脆性材料梁；②弯矩变号；③梁的横截面几何形状上下不对称。

５．提高梁强度的主要措施

本章内容的考研题型必有计算大题出现，必会考查梁的强度计算问题，经常综合考查梁的内力图

的绘制。最容易考查的题目特点为：①脆性材料梁；②弯矩变号；③梁的横截面几何形状上下不对称。

另外，也常以填空、选择、简答等题型考查对概念的理解（平面图形的几何性质；儒拉夫斯基公式的应

用；提高梁强度的主要措施），本章的内容是考研的必考重点之一。

第６章　弯曲变形

考点

１．梁的挠曲线近似微分方程（Ｅｕｌｅｒ—Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ方程）及相关问题

２．叠加法求梁的变形

３．梁的刚度条件的应用

４．比较变形法求解简单超静定梁

本章内容是考研重点考查内容之一。考研题型常以填空、选择、简答等为主，考查梁的挠曲线近

似微分方程及相关问题。计算大题多考查梁的刚度条件的应用和比较变形法求解简单超静定梁。

第７章　应力和应变分析 强度理论

考点

１．平面应力状态下任意斜截面上的应力
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２．空间和平面应力状态下最大、最小正应力和最大、最小切应力的分布规律

３．主应力的性质

４．平面应力状态应力圆（莫尔圆）的画法；空间应力状态应力圆的特征

５．广义胡克定律及其应用

６．平面应变状态分析

本章是材料力学的重点章节，考研题型容易有与组合变形问题结合的综合性计算大题出现；另外

也常以填空、选择、简答等题型考查相关概念内容。综合看来，对考点１、２、３、４的考查多重于概念的

理解；对考点５、６、７的考查则重于计算和综合应用。本章内容的考研试题一般都比较灵活，但是大多

数题目都不限制求解方法，因此经常可以使用一种方法求解，而可以用另一种方法校核计算结果；对

于杆件的组合变形强度计算问题，要正确使用对应的强度理论，按照处理思路和解题步骤实施解题过

程，以保证解题的正确性。

第８章　组合变形

考点

１．组合变形强度计算问题—四种经典强度理论的应用

２．截面核心的概念

本章是材料力学的重点章节，综合性、总结性均较强，考研题型必有计算大题出现，考查组合变形

强度计算问题，特别容易考查第三和第四强度理论在弯扭组合变形工况下（包括超静定结构）的应用；

另外也常以填空、选择、简答等题型考查相当应力和截面核心的相关内容（偏重概念的理解）。

第９章　压杆稳定

考点

１．压杆稳定性的相关概念

２．压杆临界载荷和临界应力的计算

３．提高压杆稳定性的主要措施

本章内容是材料力学关于稳定性问题的专题章节。考研题型易有大题出现，考查压杆临界载荷

和临界应力的计算，也偶有涉及压杆临界载荷的Ｅｕｌｅｒ公式的推导（极少）；常以填空、选择、简答等题

型考查对概念的理解和相应的简单计算。

第１０章　动载荷

考点

１．匀加速直线运动和匀速转动问题的求解

２．冲击问题的求解

３．冲击问题与组合变形问题、压杆稳定问题的综合问题的求解

本章内容是材料力学关于动载荷问题的专题章节，是考研的重点章节。考研题型除常以填空、选

择、简答等形式考查对概念的理解外，也常以计算大题考查冲击问题的求解，包括冲击问题与组合变
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形问题、压杆稳定问题的综合问题的求解。对概念理解的考查多集中在动荷系数的意义及某种给定

工况下动荷系数表达式的推导方面；计算大题则主要以复合型题目的形式出现，考查冲击问题的

求解。

第１１章　能量方法

考点

１．杆件在轴向拉压、扭转、弯曲和组合变形时应变能的计算（依据及结论）

２．卡氏第一定理；余能定理；卡氏第二定理的应用

３．单位载荷法及其应用

４．图形互乘法及其应用

５．功的互等定理和位移互等定理及其简单应用

本章是材料力学的重点章节，也是考研的必考重点章节，必有计算答题出现。考研题型除常以填

空、选择、简答等形式考查对概念的理解外，也经常以计算大题考查本章各定理和方法的应用。复习

本章，应（１）重点梳理各原理、定理之间的逻辑关系；（２）掌握基本概念；（３）掌握杆件应变能的计算；

（４）熟练应用卡氏定理、单位载荷法和图形互乘法求位移。

第１２章　超静定结构

考点

１．力法正则方程的本质；各项系数的意义

２．利用结构的对称性简化超静定结构并求解

３．力法正则方程的应用

本章是材料力学的重点章节，也是考研的必考重点章节，必有计算答题出现。考研题型除常以填

空、选择、简答等形式考查对概念（考点１）的理解外，也经常以计算大题考查考点２和３。本章的考研

题目多为复合型题型，通常都是结合冲击问题、压杆稳定问题以及能量法求位移、甚至强度校核问题

进行综合考查，题目的灵活性一般较大。

（二）复习思路：

以基本概念为支撑；

以动力学为纲；以时间描述和空间描述为界；

以矢量法（几何法）和解析法为目；

以典型数学技巧为辅助；

以统一观点看待动、静力学问题。

１．考点归纳（按照章节顺序进行）：

第一章

构件的强度、刚度和稳定性的概念 ★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到

可变形固体基本假设的内容、条件及其意义 ★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到
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总应力（全应力）、正应力、切应力（剪应力）、

正应变（线应变）、切应变（角应变）的概念
★☆☆☆

需要注意，有可能会

考到

　　第二章

轴力的概念、计算、轴力图的绘制 ★★★☆ 十分重要，经常考

拉压杆横截面和斜截面上的应力分布规律；

拉压杆的强度计算问题；等强度设计的合理

思想及其应用

★★★☆ 十分重要，经常考

用胡克定律计算拉压杆的变形；用“以切线代

替圆弧线”的方法计算简单桁架的节点位移
★★☆☆ 重要，考到过

一次超静定杆系（包括温度应力和装配应力）

的求解；温度应力和装配应力的特点
★★★☆ 十分重要，经常考

连接件的实用强度计算 ★★☆☆ 重要，考到过

　　第三章

外力偶矩的计算；扭矩的概念、计算（截面法

＋设正法）、扭矩图的绘制 ★★★☆ 十分重要，经常考

圆轴扭转时的强度条件、刚度条件；轴类构件

的强刚度设计计算
★★★☆ 十分重要，经常考

圆轴扭转时变形的计算 ★★☆☆ 重要，考到过

纯剪切应力状态的概念；切应力双生互等定

理；切应变和剪切胡克定律；材料三个弹性常

数之间的关系

★★★☆ 十分重要，经常考

圆轴扭转时横截面和斜截面上的应力分布规

律及其关系；塑性材料和脆性材料扭转破坏

现象的分析

★★☆☆ 重要，考到过

简单的扭转超静定问题的求解；矩形截面杆

扭转时、开口与闭口薄壁杆件自由扭转时横

截面上切应力分布规律的主要结论

★☆☆☆
需要注意，有可能会

考到

　　第四章

剪力、弯矩与载荷集度间的微积分关系；利用

此关系检验梁的剪力图、弯矩图和受力图的

关系

★★☆☆ 重要，考到过

用取点连线法绘制梁的剪力图和弯矩图 ★★★★ 十分重要，必考

平面简单刚架、曲杆的内力计算和内力图的

绘制
★★★★ 十分重要，必考
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　　第五章

静矩的概念、特点与截面形心的确定 ★★☆☆ 重要，考到过

组合图形形心主惯性矩的概念及其计算；对

中性轴的惯性矩计算
★★☆☆ 重要，考到过

矩形截面梁横截面上弯曲切应力的分布规律

及计算—儒拉夫斯基公式的应用
★★☆☆ 重要，考到过

梁的强度条件及计算 ★★★★ 十分重要，必考

提高梁强度的主要措施 ★☆☆☆
需要注意，有可能会

考到

　　第六章

梁的挠曲线近似微分方程（Ｅｕｌｅｒ—Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ

方程）及相关问题
★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到

叠加法求梁的变形 ★★☆☆ 重要，考到过

梁的刚度条件的应用 ★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到

比较变形法求解简单超静定梁 ★★★☆ 十分重要，经常考

　　第七章

平面应力状态下任意斜截面上的应力 ★★☆☆ 重要，考到过

主应力的性质 ★★☆☆ 重要，考到过

平面应力状态应力圆（莫尔圆）的画法；空间

应力状态应力圆的特征
★★☆☆ 重要，考到过

广义胡克定律及其应用 ★★★★ 十分重要，必考

平面应变状态分析 ★★☆☆ 重要，考到过

　　第八章

组合变形强度计算问题；四种经典强度理论

的应用
★★★★ 十分重要，必考

截面核心的概念和简单应用 ★★☆☆ 重要，考到过

　　第九章

压杆稳定性的相关概念 ★★☆☆ 重要，考到过

压杆临界载荷和临界应力的计算 ★★★★ 十分重要，必考

提高压杆稳定性的主要措施 ★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到
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　　第十章

匀加速直线运动和匀速转动问题的求解 ★☆☆☆ 需要注意，有可能会考到

冲击问题的求解 ★★★★ 十分重要，必考

冲击问题与组合变形问题、压杆稳定问题的

综合问题的求解
★★★☆ 十分重要，经常考

　　第十一章

杆件在轴向拉压、扭转、弯曲和组合变形时应

变能的计算（依据及结论）
★★☆☆ 重要，考到过

卡氏第二定理的应用 ★★★☆ 十分重要，经常考

单位载荷法和图形互乘法及其应用 ★★★★ 十分重要，必考

功的互等定理和位移互等定理及其简单应用 ★★☆☆ 重要，考到过

　　第十二章

力法正则方程的本质；各项系数的意义 ★★☆☆ 重要，考到过

利用结构的对称性简化超静定结构并求解 ★★★☆ 十分重要，经常考

力法正则方程的应用 ★★★★ 十分重要，必考
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第一章　绪论

考点１：基本概念

一、构件的强度、刚度和稳定性：

１．构件的强度：构件的抗破坏能力（即结实程度）。

２．构件的刚度：构件的抗变形能力。

３．构件的稳定性：构件保持原有平衡状态的能力。

４．构件的设计准则：所设计的构件应具有足够的强度、必要的刚度和足够的稳定性，以达到不失

效，能安全、可靠的工作的目标。

５．材料力学课程的任务：在满足强度、刚度和稳定性要求的前提下，为设计既安全又经济的构件

提供必要的理论基础和计算方法。

提问：构件的常见失效形式有哪些？

答：常温常压下，构件的常见失效形式有：

断裂 }塑性变形
破坏

弹性变形过大

丧失原有平衡状态（失去稳定性













）

二、可变形固体基本假设的内容、条件及其意义：

１．连续性假设：组成固体的物质毫无间隙的充满了物体所占据的空间区域。 ～从而可以使用连

续函数为工具

２．均匀性假设：组成固体的物质处处相同。～从而可以任意点为原点建立坐标系

３．各向同性假设：固体各个方向的力学性能相同。～从而可以任意建立不同方向的坐标系

注意：

一般情况下，受线弹性、小变形两个条件的限制，原始尺寸原理也成立。

例：

１．构件正常工作应满足以下三点：应具有足够的　　　　；必要的　　　　；足够的　　　　；

（强度、刚度、稳定性）

２．材料力学将实际材料看作　　　　、　　　　、　　　　的可变形固体，且在大多数情况下局

限在　　　　范围内的小变形条件下进行问题的研究。（均匀、连续、各向同性；线弹性）

３．在以下四种工程材料中，　　　　种不可以应用各向同性假设。
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Ａ．铸铁；　　　　　　Ｂ．玻璃；　　　　　　Ｃ．松木；　　　　　　Ｄ．铸铜。

答案：Ｃ

三、若干基本概念

１．（总）应力（全应力）ｐ：

在某确定截面上一点的邻域内，若其上的分布内力系的合力ΔＦ与邻域面积 ΔＡ的比值在此面积

趋于无穷小时有极限，则此极限值ｐ称为该点在相应截面上的总（全）应力。简言之：应力ｐ是某点的

内力随面积分布的集度，即：ｐ＝ｌｉｍ
ΔＡ→０

ΔＦ
ΔＡ
。

２．正应力σ：总应力ｐ沿截面法向的分量。

３．切应力（剪应力）τ：总应力ｐ沿截面切向的分量。

４．正应变（线应变）ε：某点沿某方向单位长度的改变量，即：ε＝ｌｉｍ
Δｘ→０

Δｕ
Δｘ

５．切应变（角应变）γ：某点在某平面内直角的改变量（减小为正）。

注意：

（１）任意点处任意确定方向上，恒有：ｐ＝ σ２＋τ槡
２；

（２）小变形情况下，正应力只引起正应变；切应力只引起切应变。

（３）应力与截面方向和点的位置均有关；应变与方向和点的位置均有关，应变的量纲为１。

例：

４．图示三角形薄板因受外力作用而变形，角点Ｂ垂直向上的位移为０．０３ｍｍ，但变形后ＡＢ和ＢＣ

仍保持为直线。求：（１）沿ＯＢ的平均应变；（２）ＡＢ和ＢＣ两边在点Ｂ处的角应变。

解：变形后的示意图如图（ｂ）所示，依题：

（１）沿ＯＢ：ε平均 ＝
ＢＢ＇
ＯＢ
＝０．０３１２０ ＝２．５×１０

－４

（２）依角应变定义，有：

γ＝２∠ＡＢＯ－∠( )ＡＢ＇Ｏ ＝２４５°－( )φ ＝９０°－２φ＝９０°－２ｔａｎφ

＝９０°－２ＡＯ
ＯＢ＇
＝π２－２×

１２０
１２０＋０．０３＝２．５×１０

－４( )ｒａｄ
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５．薄圆环的平均直径为Ｄ，变形后的平均直径增加了ΔＤ，如图所示。证明：此圆环沿圆周方向的

平均线应变为：ε＝ΔＤＤ。

证明：

圆环沿圆周方向的平均线应变可用其周长的平均线应变表示，故：

εθ＝ε＝
πＤ＋Δ( )Ｄ
πＤ

＝ΔＤＤ

引申提问：此圆环沿半径方向的平均线应变又为多少？

答：εｒ＝
ΔＤ
Ｄ ＝εθ＝ε。

考点２：截面法及其应用

总论：

１．变形体静力学以刚体静力学的理论和分析方法为基础，即：变形

体静力学是在受力平衡的基础上研究物体（构件）的变形。作为处于平衡状态的变形体，必满足

刚化原理（即：将此变形体在此平衡位置刚化为刚体，其平衡状态不变）。

２．对于静定的变形体结构，由之可以求出所有支反力，以及可以由截面法求出任意位置截面上分

布内力系的等效力系（即内力分量）。

３．注意：刚体静力学的结论和方法并不能无条件的适用于变形体，特别是涉及变形因素的结论，

只能适用于刚体。例如：刚体静力学中的力系简化理论，对变形体所受的外力系，不能随意进行简化。

４．变形体静力学主要研究的是可变形固体的内力，此内力会使变形体产生变形。截面法是变形

体静力学研究内力的基本方法。变形体静力学关心的是变形体受外力作用后其内力的附加值部分

（这一部分与变形体是否破坏相关）。

５．截面法求内力的基本步骤：

（１）假想截开：使内力系暴露为外力系；

（２）任取一半：为研究对象，取分离体；

（３）内力代替：将弃去部分对保留部分的作用（截面上的分布内力系）代之以等效力系（向截面形

心简化，特征量相同）；
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（４）平衡求解：用平衡方程求出此等效力系。

例：

６．在变形固体静力学中，只有在计算　　　　时，才一定可以应用“力的可传性原理”。

Ａ．静定结构的支座反力；　　　　　　　　　　Ｂ．结构的内力；

Ｃ．结构的支座反力； Ｄ．变形。

本题解析见精彩视频课程。

７．杆件受力如图所示，若图中大小为Ｆ的力的作用点沿杆件轴线从 Ｂ处移至 Ｃ处，力偶矩 Ｍ在

其作用面内沿杆件轴线任意平移，则分别会对杆件哪一段的内力和变形产生影响？对支座的反力产

生影响吗？

本题解析见精彩视频课程。

８．用截面法求图（ａ）所示跨长为ｌ的简支梁１－１截面的内力。

本题解析见精彩视频课程。
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第二章　轴向拉伸与压缩、剪切

考点１：基本内容

１．轴向拉伸与压缩的受力特点和变形特点

受力特点：外力系合力的作用线与杆件轴线重合。

变形特点：轴向尺寸稍有增加（减少）；横向尺寸稍有减少（增加）。

提问：轴向拉伸时，杆件在变形前后的总体积是否变化？

答：总体积略增大；轴向压缩时总体积略减小。

２．轴力的概念、计算及轴力图的绘制

（１）轴力：与杆件轴线重合的内力（系）的合力。

（２）计算：截面法＋设正法（拉正压负）。

例：作出图示杆件的轴力图。

解：

３．低碳钢和铸铁在拉伸和压缩变形中的力学行为及相应指标的力学意义

（１）四个阶段：

弹性阶段；屈服阶段；强化阶段；颈缩阶段。

（２）四个极限应力：

比例极限σｐ；弹性极限σｅ；（下）屈服极限（点）σｓ；强度极限σｂ。

注：四者数值关系：σｐ＜σｅ＜σｓ＜σｂ

（３）两个塑性指标：

ａ）延展率：δ＝
ｌ１－ｌ
ｌ ×１００％ ＝Δｌｌ×１００％

注：δ值与试件的长度有关，δ＞５者为塑性材料；δ＜５者为脆性材料。
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ｂ）断面收缩率：ψ＝
Ａ１－Ａ
Ａ ×１００％ ＝ΔＡＡ×１００％

（４）一个比例常数：

材料的弹性模量：Ｅ＝ｔｇα＝σε
。

（５）卸载定律：

在卸载过程中，应力和应变按直线规律变化，其斜率等于弹性模量。

（６）冷作硬化：

当通过加载使材料进入塑性变形阶段后再卸载，然后再二次加载时，材料的比例极限提高而塑性

变形和延展率均降低的现象。

（７）名义屈服应力σ０．２的定义：

对于没有明显屈服极限的塑性材料，将产生０．２％塑性应变时所对应的应力值作为屈服指标，称

为名义屈服应力，记为σ０．２。

例：

１．关于低碳钢拉伸至屈服时，以下结论中　　　　是正确的。

（Ａ）应力和塑性变形很快增加，因而认为材料失效；

（Ｂ）应力和塑性变形虽然很快增加，但不意味着材料失效；

（Ｃ）应力不增加，塑性变形很快增加，因而认为材料失效；

（Ｄ）应力不增加，塑性变形很快增加，但不意味着材料失效。

本题解析见精彩视频课程。

２．韧性材料冷作硬化后，经卸载再加载，则材料的力学性能发生下列　　　　的变化。

Ａ．比例极限提高，弹性模量降低；

Ｂ．比例极限提高，韧性降低；

Ｃ．比例极限不变，弹性模量不变；

Ｄ．比例极限不变，韧性不变。

本题解析见精彩视频课程。

３．钢制直杆受轴向力作用，横截面上的正应力σ超过了材料的屈服极限，此时轴向线应变为ε１；

现在开始卸载，拉力全部卸掉后，轴向残余线应变为ε２，则该钢材的弹性模量为　　　　。

本题解析见精彩视频课程。

４．杆１、２、３的横截面面积及长度均相等，其材料的应力应变曲线如

图所示，则（　　）强度最高；（　　）刚度最大；（　　）塑性最好。

本题解析见精彩视频课程。
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考点２：拉压杆的强度计算

１．拉压杆横截面和斜截面上的应力分布规律

（１）横截面上的应力分布规律：
σ＝σｍａｘ＝

Ｎ
Ａ

τ＝
{

０

（２）斜截面上的应力分布规律：
σα ＝

σ
２ １＋ｃｏｓ２

( )α ＝σｃｏｓ２α

τα ＝
σ
２ｓｉｎ２

{ α

注：

ａ）斜截面的方位角α定义为：从横截面的外法线转到斜截面的外法线的夹角，规定取值为“逆正顺负”；

ｂ）由上可知：τｍａｘ＝τ±４５° ＝
σ
２ｓｉｎ±９０

( )° ＝±σ２，此结果可解释铸铁的压缩破坏现象及低碳钢拉

伸实验中滑移线的出现。

２．拉压杆的强度计算问题

（１）拉压杆的强度条件：σ工作，ｍａｘ＝
Ｎ
Ａ!

[ ]σ ＝
σｕ
ｎ

注：

ａ）上式中的σｕ为危险应力。对脆性材料，应取σｕ为σｂｔ或σｂＣ；对塑性材料，应取σｕ为σｓ；

ｂ）此处采用的强度计算准则是一点处破坏的准则，即结构中任意一点处强度不足，即认为结构的

强度不足。

（２）拉压杆强度计算问题的类型（三类）：

ａ）强度校核；　　ｂ）截面设计；　　ｃ）确定结构许可载荷［Ｐ］。

３．等强度设计的合理思想及其应用

结构中包含若干构件，一般情况下它们不会同时破坏。根据所采用的强度计算准则，其中任意一

构件破坏，均会导致结构破坏。此时，其余构件强度足够已无意义，等效于其余所有构件的材料均被

浪费，不合理。显然，合理的设计因为使结构中的所有构件在受载时同时破坏，即所有构件的强度均

相同。此时，结构用料最省，承载能力最大。

例：

１．图示阶梯轴厚度为ｂ，左段高２ｈ／３，右段高ｈ。载荷沿高

度方向线性分布，沿厚度方向均匀分布。则横截面上正应力

公式σ＝ＮＡ（Ｎ和Ａ分别为轴力和横截面面积）适用于　　　　。

Ａ．仅１－１截面； Ｂ．１－１截面和２－２截面；
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Ｃ．仅２－２截面； Ｄ．１－１截面和２－２截面均不适用。

本题解析见精彩视频课程。

２．如图所示各杆中，１－１截面的面积均为Ａ，其中　　　　图所示杆１－１截面上的正应力为σ＝ＦＡ。

本题解析见精彩视频课程。

３．等截面直杆受力Ｆ作用发生轴向拉伸变形，如图（ａ）所示。

已知直杆横截面面积为Ａ，则横截面上的正应力和图示３０ｏ

角所对应的斜截面上的正应力分别取值为　　　　。

本题解析见精彩视频课程。

４．如图（ａ）所示结构，ＡＢ为长度为ａ的刚性横梁，１、２两杆轴向长度均为ｌ，横截面面积分别为Ａ１

和Ａ２，且Ａ１：Ａ２＝３：２，许用应力分别为 σ[ ]
１ 和 σ[ ]

２ ，且 σ[ ]
１ ： σ[ ]

２ ＝２：５。活动载荷Ｐ可沿ＡＢ梁

水平移动。现欲使此结构的承载能力最大，求载荷Ｐ的作用位置ｘ＝？

本题解析见精彩视频课程。
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５．图示桁架的两杆材料相同，拉压许用应力相等，均为 [ ]σ 。两杆夹角为 φ，２杆长为 ｌ，节点 Ｂ

作用有铅垂向下的载荷Ｆ。不考虑稳定性条件。（１）设计两杆的横截面面积Ａ１和Ａ２；

（２）将φ，Ａ１和 Ａ２作为可设计量，保持结构的其余参数不变，求结构重量最轻时的角φ值。

本题解析见精彩视频课程。

６．图示拉杆ＡＢ由两段在ＣＤ面上焊接而成，设杆的强度取决于焊缝。已知焊缝材料的许用正应

力为 [ ]σ ，许用切应力为 [ ]τ，且 [ ]σ ＝槡３[ ]τ，求当焊缝的正应力和切应力同时达到各自许用值时

的角度φ值。

本题解析见精彩视频课程。

考点３：杆件变形和节点位移的计算

１．用胡克定律计算拉压杆的变形：

（１）单向应力状态下材料的胡克定律（本构关系）：

当正应力不超过比例极限时，正应变正比于正应力，即：

ε＝σＥ，σ!σＰ

（２）横向变形系数（泊松比）：

μ＝ ε＇

ε
∈ ０．１，０．( )５ 　 σ!σ( )

ｐ

（３）轴向拉压时杆件的胡克定律：

（ａ）等截面常轴力：Δｌ＝ＮｌＥＡ；

（ｂ）变截面变轴力：Δｌ＝∫ｌＮ
( )ｘｄｘ
ＥＡ( )ｘ

；

（ｃ）杆件为阶梯轴：Δｌ＝∑
ｎ

ｉ＝１

Ｎｉｌｉ
ＥＡｉ
。
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注意：以上各式中的伸长量Δｌ应理解为代数值，与Ｎ（ｘ）同号。

２．用“以切线代替圆弧线”的方法计算简单桁架的节点位移：

应用范围：线弹性范围的小变形问题

例：１．图示轴向受拉杆，外力Ｐ，横截面面积Ａ，弹性模量Ｅ，

泊松比μ均为已知，则ＡＢ段的横向线应变ε’＝　　　　；若为轴向受压杆，则ＡＢ段的横向线应

变ε’＝　　　　。

本题解析见精彩视频课程。

２．由同种材料制成的变截面杆的横截面面积分别为Ａ和２Ａ，受力如图，Ｅ为常数，则Ｄ截面的位

移为　　　　。

本题解析见精彩视频课程。

３．作出图示竖直悬挂且仅受自重作用的等直杆的轴力图，并求杆的总伸长。已知杆的横截面面

积为Ａ，长度为Ｌ，材料的弹性模量为Ｅ，容重为γ。

本题解析见精彩视频课程。



刘宏文《材料力学》考点精讲

１９　　　

４．图示受轴向拉力Ｆ作用的杆件，横截面为边长为ａ的正方形，已知：材料的弹性模量为 Ｅ，泊松

比为μ。求：杆件变形后横截面面积的改变量。

本题解析见精彩视频课程。

５．构架受力及尺寸如图，求节点Ｃ的水平位移和铅垂位移。已知两杆的抗拉压刚度均为ＥＡ，角φ＝３０°。

本题解析见精彩视频课程。

提问：同一问题，根据所设内力方向的不同，相应的可以作出不同的变形协调图，则所解得的结果

会受影响吗？

６．图示结构中，角φ＝３０°，两杆的材料、横截面面积及长度均相同，则节点Ｃ的位移方向为（　　）

Ａ．左下方向；　　　　　Ｂ．右下方向；　　　　　Ｃ．竖直方向；　　　　　Ｄ．不能确定。

本题解析见精彩视频课程。

考点４：一次超静定杆系（包括温度应力和装配应力）的求解

１．超静定问题的一般解法：

静力学平衡方程

变形协调程( )几何方程

物理方程( )
{

本构方程

２．拉压超静定问题的本构方程：

Δｌ＝ＮｌＥＡ；　或：Δｌ＝∫ｌ
Ｎ( )ｘｄｘ
ＥＡ( )ｘ

；　或：Δｌ＝∑
ｎ

ｉ＝１

Ｎｉｌｉ
ＥＡｉ
。

３．温度应力和装配应力的特点：



２０　　　

（１）只在超静定结构中产生；

（２）应力（从而内力）的分配额度（自动）与各构件的刚度成正比；

（３）温度应力问题的本构：Δｌ＝αｌΔｔ（系数α称为材料的线热胀系数，对钢材：α＝１２．５×１０－６( )１／℃ ）；

（４）装配应力的数值正比于相对制造误差δ／ｌ（δ＜＜ｌ）。

４．一次超静定杆系的求解：

例：

１．构架受力及尺寸如图，已知三根杆的抗拉压刚度均为 ＥＡ，角 φ＝３０°。求各杆的内力及节点 Ｂ

的水平位移和铅垂位移。

本题解析见精彩视频课程。

提问：若设Ｎ３也为拉力，则变形协调图为何？

２．图（ａ）所示支架的两根杆横截面面积相等、材料相同，受力 Ｆ作用。已知 Ｆ＝３０ｋＮ，[ ]σ ＝

１００ＭＰａ，Ｅ＝２００ＧＰａ。试设计两杆的横截面面积Ａ。若现有两杆的横截面面积只是设计值的０．８倍，

为了满足结构的强度要求，在铅垂方向又增加一根不同材料的杆ＡＤ（如图（ｂ）所示），试设计杆ＡＤ的

横截面面积和材料的弹性模量。

本题解析见精彩视频课程。

３．结构由于制造误差或温度变化，有（　　）

Ａ．静定结构中将引起变形，超静定结构中将引起应力；

Ｂ．静定结构中将引起应力，超静定结构中也将引起应力；

Ｃ．无论静定结构或超静定结构，都将引起变形和应力；

Ｄ．静定结构中将引起变形和应力，超静定结构中将引起应力。

本题解析见精彩视频课程。
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２１　　　

４．图示１、２两杆的材料和长度均相同，但 Ａ１＞Ａ２。若２两杆的温度都下降 Δｔ，则两杆的轴力之

间的大小关系为Ｎ１　　　Ｎ２；应力之间的大小关系为σ１　　　σ２（填＞、＜、＝）。

本题解析见精彩视频课程。

５．如图所示，等截面直钢杆长ｌ＝１０ｍ，一端固定一端自由。材料的弹性模量 Ｅ＝２００ＧＰａ，线热胀

系数α＝１２．５×１０－６( )１／℃ 。为保证构件正常工作，自由端在环境温度为０ｏＣ时预留δ＝５ｍｍ的伸缩

缝。若要求杆内最大轴向应力的绝对值不超过５０ＭＰａ，则允许的环境温度变化为多少摄氏度？

本题解析见精彩视频课程。

６．图示结构，刚性梁由三根钢杆支撑，钢杆的弹性模量同为 Ｅ＝２１０ＧＰａ，横截面面积均为 Ａ＝

２０ｃｍ２，２杆的长度比１、３杆短了δ＝１ｍｍ。求结构安装后，各杆横截面上的应力。

本题解析见精彩视频课程。

７．图示阶梯轴由钢（ＤＣ段）和铜（ＢＣ段）两部分制成，承受轴向载荷Ｆ作用，ｄ＝４０ｍｍ，铜的弹性

模量和许用应力分别为 ＥＣｕ＝１００ＧＰａ，［σＣｕ］＝１００ＭＰａ；钢的弹性模量和许用应力分别为 Ｅｓｔ＝

２００ＧＰａ，［σｓｔ］＝１６０ＭＰａ。在 ＢＣ段所贴应变片测得的轴向正应变为εＣｕ＝１．０×１０
－３，校核此杆的强

度，并求ＤＣ段的轴向正应变εｓｔ。

本题解析见精彩视频课程。
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考点５：连接件的实用强度计算

１．剪切面和挤压面及其判定：

剪切面：剪力ＦＳ存在的面，其面积记为ＡＳ；

挤压面：产生挤压的区域，其面积记为ＡｂＳ。

特征：

剪切面∥载荷Ｆ；挤压面⊥载荷Ｆ；　剪切面⊥挤压面。

２．工况：单剪切和双剪切

单剪切：连接件中仅有一个剪切面；

双剪切：连接件中有两个剪切面。

３．附注：

（１）不考虑剪切面上各点剪应力的真实分布规律，只从实用的角度出发，则其总存在一个平均分

布值，记为τ；

（２）产生挤压的区域实际发生的是塑性变形。不考虑挤压面上各点挤压应力的真实分布规律，只

从实用的角度出发，则其总存在一个平均分布值，记为σｂｓ（σｂｓ实际是压强的概念）。

４．实用强度计算：

（１）剪切实用强度计算：τ＝
ＦＳ
ＡＳ

!

[ ]τ＝
τ破坏
ｎ ＝

Ｆ破坏
ＡＳ·ｎ

；

（２）挤压实用强度计算：σｂＳ ＝
ＦｂＳ
ＡｂＳ

! σ[ ]
ｂＳ ＝

σｂＳ，破坏
ｎ ＝

Ｆ破坏
ＡｂＳ·ｎ

。

例：

１．图示螺栓受拉力Ｆ作用，图示各尺寸以及材料的［σ］、［τ］、［σｂｓ］均已知，求拉力 Ｆ的许用值

［Ｆ］。

本题解析见精彩视频课程。

２．木榫接头如图所示，已知Ｆ１＝２０ｋＮ，ａ＝１０ｃｍ，ｂ＝８ｃｍ，ｃ＝１５ｃｍ，木材顺纹的许用切应力［τ］＝

１ＭＰａ，顺纹的许用挤压应力［σｂｓ］＝１０ＭＰａ，校核木榫接头顺纹方向的剪切和挤压强度。
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本题解析见精彩视频课程。

３．销钉连接如图所示，已知力Ｆ＝２０ｋＮ，销钉材料的许用切应力［τ］＝６０ＭＰａ，许用挤压应力［σｂｓ］

＝１８０ＭＰａ，ｔ＝１０ｍｍ，按照强度条件确定销钉的直径ｄ。

本题解析见精彩视频课程。



２４　　　

第三章　扭转

考点１：基本内容

１．扭转的受力特点和变形特点

受力特点：外力偶矩的作用面与杆件轴线垂直。

变形特点：杆件各横截面绕轴线产生相对转动（表面纵向线也随之转过一个角度γ）。

２．外力偶矩的计算

若轴的传递功率Ｐ（ｋＷ），转速ｎ（ｒ／ｍｉｎ），

则作用在轴上的外力偶矩为：Ｍｅ＝９５４９
Ｐ
ｎ　 Ｎ·( )ｍ

注意：计算时，功率Ｐ的单位为ｋＷ。

３．扭矩的概念、计算（截面法＋设正法）、扭矩图的绘制

（１）扭矩：矢量方向垂直于横截面的内力偶矩。

（２）计算：截面法＋设正法（右手螺旋法则，外正内负）。

例：

１．作出图示杆件的扭矩图（外力偶矩单位：ｋＮ·ｍ）。

解：

２．某钻机的功率为１０ｋＷ，转速ｎ＝１８０ｒ／ｍｉｎ，钻入土层的钻杆长度 ｌ＝４０ｍ。若将土层对钻杆的

阻力视为沿杆长均匀分布的力偶，如图所示，求此分布力偶的集度ｍ，并作钻杆的扭矩图。
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解：建立坐标系ｘ如图，则：Ｔ( )ｘ＝ｍｘ，０!ｘ!ｌ

作用在钻杆上端的外扭转力偶矩为：

ＭＴ ＝９５４９
Ｐ
ｎ＝９５４９

１０
１８０＝５３０．５Ｎ·

( )ｍ

故：∑Ｍｘ ＝０，ＭＴ－ｍｌ＝０　　

∑Ｍｘ ＝０，ｍ＝ＭＴｌ＝
５３０．５
４０ ＝１３．２６( )Ｎ

钻杆的扭矩图如图所示。

考点２：轴类构件的强刚度设计计算

１．圆轴扭转时横截面和斜截面上的应力分布规律

（１）横截面上的应力分布规律：
τρ＝

Ｔ
ＩＰ
ρ

σ＝
{

０

则：τｍａｘ＝
Ｔ
ＩＰ
ρｍａｘ＝

Ｔ
ＩＰ
Ｒ＝ ＴＷＰ

（２）斜截面上的应力分布规律：
τα ＝τｃｏｓ２α

σα ＝－τｓｉｎ２
{ α

注：

ａ）斜截面的方位角α定义为：从横截面的外法线转到斜截面的外法线的夹角，规定取值为“逆正

顺负”；

ｂ）由上可知：σｍａｘ＝σ±４５° ＝－τｓｉｎ±９０( )° ＝τ，此结果可解释铸铁和低碳钢的扭转破坏现象；

ｃ）圆（环）形截面对圆心的极惯性矩：ＩＰ ＝
πＤ４
３２ １－α( )４ ；

圆轴的抗扭截面模量：ＷＰ ＝
ＩＰ
Ｒ ＝

πＤ３
１６ １－α( )４ ；

圆轴的空心比：α＝ｄＤ。



２６　　　

２．切应力（双生）互等定理：

受力构件内任意一点的两个相互垂直的面上，切应力总是成对产生。二者的大小相等；方向均垂

直于两面的交线，或同时指向此交线，或同时背离此交线。

注：此结论与截面上是否存在正应力无关。

３．纯剪切应力状态：

（１）表现：单元体六个面上只有四个面上作用有互等的切应力；

（２）实质：二向应力状态，σ１ ＝τ；σ２ ＝０；σ３ ＝－τ。

４．圆轴扭转时的强度条件：τ工作，ｍａｘ＝
Ｔ
ＷＰ

!

[ ]τ＝
τｕ
ｎ

５．圆轴扭转时的刚度条件：

（１）变形严重程度的度量：

单位长度扭转角：θ＝Φｌ＝
ｄφ
ｄｘ　

°( )／ｍ

（２）刚度条件：θ＝ ＴＧＩＰ
×１８０

°

π !

[ ]θ　 °( )／ｍ

提问：若轴的直径增大一倍，其他有关参数均不变，则其强度和刚度分别变为原来的多少倍？

答：强度变为原来的８倍；刚度变为原来的１６倍。

６．圆轴扭转时变形的计算

～相距ｌ长的圆轴的两平行横截面间的相对转角φ值：

（１）一般情况：Ｔ＝Ｔ( )ｘ，ＩＰ ＝ＩＰ( )ｘ，则：φ＝∫ｌＴ
( )ｘｄｘ
ＧＩＰ( )ｘ

；

（２）等直圆轴，且Ｔ( )ｘ＝Ｔ＝ｃｏｎｓｔ，则：φ＝
Ｔｌ
ＧＩＰ
；

（３）阶梯轴，或等直圆轴各段扭矩不同，则：φ＝∑ Ｔｉｌｉ
ＧＩＰｉ
。

注意：以上各式中相对转角φ应理解为代数值，与Ｔ（ｘ）同号。
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例：

１．图（ａ）所示为直径是ｄ的圆轴，其横截面上的扭矩为Ｔ。求二分之一截面（阴影部分）上内力系

的合力的大小、方向、作用点。

解：在半圆上任取一点 Ｋ（ρ，α），点 Ｋ邻域的微元面积 ｄＡ＝ρｄρｄα。则：Ｒｘ ＝∫ＡτρｄＡｓｉｎα＝∫Ａ
Ｔ
ＩＰ
ρｄＡｓｉｎα＝∫

ｄ／２

０

３２Ｔ
πｄ４
ρρｄρ∫

π

０
ｓｉｎαｄα＝８Ｔ３πｄ

　( )→

Ｒｙ ＝∫ＡτρｄＡｃｏｓα＝∫
ｄ／２

０

３２Ｔ
πｄ４
ρρｄρ∫

π

０
ｃｏｓαｄα＝０

故合力：Ｒ＝Ｒｘ ＝
８Ｔ
３πｄ
　( )→

ＭＯ( )Ｒ ＝Ｒｘ·ρＣ ＝
８Ｔ
３πｄ
·ρＣ ＝

Ｔ
２　　ρＣ ＝

３πｄ
１６

２．两端受扭转力偶矩作用的实心圆轴，不发生屈服的最大许可载荷为 Ｍ０，若将轴的横截面面积

增大一倍，则最大许可载荷为　　　　。

本题解析见精彩视频课程。

３．如图所示，低碳钢制成的圆轴扭转时，将沿　　　　断面破坏；其破坏原因是由于　　　　应

力引起的。铸铁制成的圆轴扭转时，将沿　　　　断面破坏；其破坏原因是由于　　　　应力引

起的。

本题解析见精彩视频课程。

３．图（ａ）所示等截面传动轴的转速转速ｎ＝５００ｒ／ｍｉｎ，主动轮Ａ的输出功率为３６８ｋＷ，从动轮Ｂ、

Ｃ的输出功率分别为１４７ｋＷ、２２１ｋＷ。已知许用切应力［τ］＝７０ＭＰａ，许用单位长度转角［θ］＝１．０（ｏ／

ｍ），传动轴材料的切变模量Ｇ＝８０ＧＰａ。（１）设计传动轴的直径ｄ；（２）给出一个提高传动轴承载能力

的方法，并简述理由。



２８　　　

本题解析见精彩视频课程。

４．阶梯形圆杆如图（ａ）所示，ＡＥ段为空心，外径Ｄ＝１４０ｍｍ，内径ｄ＝１００ｍｍ；ＢＣ段为实心，直径ｄ

＝１００ｍｍ。外力偶矩ＭＡ＝１８ｋＮ·ｍ，ＭＢ＝３２ｋＮ·ｍ，ＭＣ＝１４ｋＮ·ｍ。已知许用切应力［τ］＝８０ＭＰａ，

许用单位长度转角［θ］＝１．２（ｏ／ｍ），传动轴材料的切变模量Ｇ＝８０ＧＰａ，校核此轴的强度和刚度。

本题解析见精彩视频课程。

５．直径为ｄ的圆轴如图（ａ）所示，长为 Ｌ，轴材料的切变模量为 Ｇ，受均布扭矩 ｍ作用，求截面 Ｂ

的转角。

本题解析见精彩视频课程。

６．阶梯轴受外加力偶作用，如图（ａ）所示，已知ＡＢ、ＢＣ段的直径分别为ｄ１＝７５ｍｍ，ｄ２＝６０ｍｍ，材

料的切变模量Ｇ＝８０ＧＰａ，求Ｃ截面相对Ａ截面的扭转角。
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本题解析见精彩视频课程。

７．阶梯空心轴，在截面Ｂ、Ｄ处承受外力偶矩ＴＢ＝０．１５ｋＮ·ｍ，

ＴＤ＝１ｋＮ·ｍ作用，如图（ａ）所示，材料的切变模量 Ｇ＝８０ＧＰａ，ｌ＝２ｍ，Ｄ＝２ｄ＝５０ｍｍ。现要以作

用在截面Ａ处的外力偶矩ＴＡ代替ＴＢ与ＴＤ，如图（ｃ）所示，而要使截面Ａ的转角φＡ保持不变，求ＴＡ。

本题解析见精彩视频课程。

考点３：简单的扭转超静定问题的求解

１．切应变和剪切胡克定律

（１）切应变：γ＝ ｒｌφ（ｒ：圆轴半径；φ：相对转角）；

（２）剪切胡克定律：

当切应力不超过剪切比例极限时，切应变正比于切应力，即：

γ＝τＧ，τ!τＰ

２．材料三个弹性常数之间的关系：Ｇ＝ Ｅ
２１＋( )μ
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３．简单的扭转超静定问题的求解：

例：

１．受扭转力偶Ｍｅ作用的等直圆截面杆长Ｌ＝１ｍ，直径 ｄ＝２０ｍｍ，材料的切变模量 Ｇ＝８０ＧＰａ，在

Ｍｅ作用下两端截面的相对扭转角φ＝０．１ｒａｄ。求：（１）此杆外表面沿图示方向的切应变；（２）横截面上

的最大切应力；（３）扭转外力偶矩Ｍｅ。

本题解析见精彩视频课程。

２．圆截面橡胶棒的直径ｄ＝４０ｍｍ，杆长Ｌ＝０．３ｍ，材料的切变模量Ｇ＝２．７ＭＰａ。受扭后，原来表

面上互相垂直的圆周线和纵向线之间的夹角变为８６ｏ。求：（１）此杆端截面的扭转角；（２）横截面上的

最大切应力；（３）扭转外力偶矩Ｍｅ。

本题解析见精彩视频课程。

３．已知一实心圆轴直径为Ｄ，两端作用的扭矩为Ｔ，测得该杆表面Ａ点与轴线成４５ｏ方向上的正

应变为ε，求材料的切变模量Ｇ。

本题解析见精彩视频课程。

４．如图（ａ）所示，两端固定的圆截面钢杆 ＡＢ受扭矩 Ｔ１、Ｔ２作用，求钢杆两端的反作用力偶矩 ＭＡ

和ＭＢ。

本题解析见精彩视频课程。

５．如图所示组合轴，由一直径ｄ＝７５ｍｍ的圆钢杆，外部牢固粘结一内径为ｄ＝７５ｍｍ，外径为Ｄ的

空心黄铜圆管构成。组合轴两端承受扭矩 Ｔ＝１６ｋＮ·ｍ，若钢杆的 Ｇｓ＝８０ＧＰａ，铜管的 ＧＡ＝２０ＧＰａ，
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（１）若两种材料的杆横截面上分担的扭矩同样大，求铜管的外径 Ｄ为多少？（２）求内、外两杆中的最

大切应力各为多少？

本题解析见精彩视频课程。

６．图示组合杆由完好粘结的实心杆１和圆套管２组成，横截面尺寸如图所示，组合杆承受的扭矩

为Ｔ。求：

（１）当两杆材料相同，切变模量均为Ｇ时，两杆中的最大切应力？（２）当两杆材料不同，切变模量

分别为Ｇ１和Ｇ２时，二者分担的扭矩各为多少？

本题解析见精彩视频课程。

考点４：关于非圆截面杆的扭转

１．扭转与自由扭转的概念：

（１）非圆截面杆扭转时的现象：

与圆截面杆扭转时不同，非圆截面杆扭转时将发生翘曲，横截面不再保持为平面。

（２）约束扭转：杆件受扭时有约束作用。

（３）自由扭转：杆件受扭时没有约束作用。

（４）约束扭转与自由扭转的异同：

杆件自由扭转时，各横截面的翘曲程度相同，故横截面上只有切应力，没有正应力；杆件约束扭转

时，各横截面的翘曲程度不同，故横截面上既有切应力，也有正应力。

注：对实心的非圆截面杆，约束扭转时横截面上的正应力很小，可以忽略。
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２．截面杆扭转：

（１）上切应力分布规律的主要结论：

（ａ）周边上各点的切应力与周边相切；截面角点处切应力为零；沿截面的对称线各点的切应力垂

直于对称轴；

（ｂ）最大切应力发生在长边中点处，其值为：τｍａｘ＝
Ｔ
αｈｂ２

；

（ｃ）最大切应力发生在短边中点处，其值为：τ１ ＝ντｍａｘ＝
νＴ
αｈｂ２

其中：ν和α为与截面尺寸ｈ／ｂ比值有关的系数。

（２）面杆扭转时，杆两端面间的扭转角：φ＝ Ｔｌ
Ｇβｈｂ３

＝ＴｌＧＩｔ

其中：β为与截面尺寸ｈ／ｂ比值有关的系数。

３．开口与闭口薄壁杆件自由扭转时横截面上切应力分布规律

的主要结论：

（１）开口薄壁杆件自由扭转时：

（ａ）边上各点的切应力与周边相切；其他各处的切应力沿壁厚呈线性分布，方向与周边相切；最大

切应力发生在壁厚最大的狭长矩形的长边中点处：τｍａｘ＝
Ｔδｍａｘ
１
３∑ｈｉδ

３
ｉ

＝
Ｔδｍａｘ
Ｉｔ
；

（ｂ）两端面间的扭转角：φ＝ Ｔｌ
１
３Ｇ∑ｈｉδ

３
ｉ

＝ＴｌＧＩｔ
。

（２）闭口薄壁杆件自由扭转时：

（ａ）横截面上各点的切应力与截面中线相切，并沿壁厚均匀分布；最大切应力发生在壁厚最小处：

τｍａｘ＝
Ｔ

２ωδｍｉｎ
；

其中：ω为截面中线所围面积；

（ｂ）两端面间的扭转角：φ＝ Ｔｌ
４Ｇω２∮ｓ

ｄｓ
δ( )ｓ

其中：ｓ为截面中线的弧坐标；ω为截面中线所围面积。

例：

一闭口薄壁圆管受扭矩Ｔ作用，若在其他条件不变的前提下将其平均半径增加一倍，则杆中的应

力和变形分别变为原来的　　　　和　　　　；同样情况的开口薄壁圆管中的应力和变形分别变为

原来的　　　　和　　　　。

本题解析见精彩视频课程。
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第四章　弯曲内力

考点１：基本内容

１．若干基本概念：

（１）弯曲：直杆在作用于其轴线所在平面内的外力系作用下，杆的轴线由直线变为曲线的变形

形式。

（２）平面弯曲：外力系合力的作用线作用于梁的轴线所在平面内的，使梁在弯曲后，其轴线仍为该

平面内的（平面）曲线的弯曲变形形式。

（３）对称弯曲：梁有一纵向对称平面，外力系合力的作用线作用于此纵向对称平面内，此时的平面

弯曲称为对称弯曲。

（４）横力弯曲：梁（段）在垂直于其轴线的外力系作用下发生的弯曲。此时，梁（或梁内的某若干

段）内的横截面上既有弯矩又有剪力（从而在相应部分横截面上既有弯曲正应力又有弯曲剪应力）的

弯曲变形形式（又称剪切弯曲）。

（５）纯弯曲：在外力系作用下，梁（或梁内的某若干段）内的横截面上只有弯矩而无剪力（从而在

相应部分横截面上只有弯曲正应力而无弯曲剪应力）的弯曲变形形式。

提问：弯曲、平面弯曲、对称弯曲、横力弯曲、纯弯曲概念的相互关系如何？

答：对称弯曲必为平面弯曲，反之未必；

横力弯曲可能是平面弯曲，也可能不是平面弯曲；

纯弯曲可能是平面弯曲，也可能不是平面弯曲；

纯弯曲必定不是横力弯曲，反之亦然。

注：对于无对称截面的梁，外力系合力的作用线必须处于与梁横截面弯（曲中）心与形心主惯性平

面平行的平面内，才能产生平面弯曲。

２．梁的力学计算简图的建立过程与步骤：

（１）以（变形前的）轴线代替梁的空间位置；

（２）约束的简化：约束所起限制作用的本质；

（３）载荷的简化：载荷的特征。

３．静定（单）梁的三种基本形式：

（１）简支梁；（２）外伸梁；（３）悬臂梁。

４．组合梁的概念及构成形式：

（１）组合梁：由主梁与副梁组合构成的梁；

（２）组合梁的构成形式：主梁必有（至少一个）；副梁可有亦可无。
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例：

如下两图所示组合梁，（ａ）梁ＡＢ部分为主梁而ＢＣ部分为副梁；（ｂ）梁ＡＢ部分和ＢＣ部分均为主

梁，无副梁。

（３）组合梁上不同部分载荷作用后引起的力学效应：

载荷作用于副梁上，将使副梁和主梁均产生力的内效应；载荷作用于主梁上，将使主梁产生力的

内效应，而副梁只会产生相应的刚体位移，但不会产生力的内效应。

例：

１．下列梁中，弹簧所受压力与弹簧刚度有关的是　　　　梁。

本题解析见精彩视频课程。

２．下图所示梁为（　　）梁。

Ａ．静定梁； Ｂ．一次超静定梁；

Ｃ．二次超静定梁； Ｄ．三次超静定梁。

本题解析见精彩视频课程。

考点２：梁的剪力图和弯矩图的绘制

１．弯曲内力及其符号规定；弯曲内力的基本求解方法：

（１）弯曲内力：剪力ＦＳ和弯矩Ｍ

剪力ＦＳ：内力系的主矢与横截面相切的分量；

弯矩Ｍ：内力系对横截面形心的主矩（其矢量方向垂直于杆件的轴线方向）。
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（２）弯曲内力的基本求解方法：截面法＋设正法；

（３）弯曲内力的符号规定：

２．剪力方程和弯矩方程：

剪力、弯矩与截面位置坐标之间的函数关系。

直杆：ＦＳ＝ＦＳ（ｘ）；Ｍ＝Ｍ（ｘ）；

曲杆：ＦＳ＝ＦＳ（ｓ）；Ｍ＝Ｍ（ｓ）。（ｓ为曲杆轴线的弧坐标）

３．剪力、弯矩与载荷集度间的微积分关系：

（１）关系：ｑ( )ｘ＝
ｄＦＳ( )ｘ
ｄｘ ；ＦＳ( )ｘ＝

ｄＭ( )ｘ
ｄｘ ；　ｑ( )ｘ＝

ｄ２Ｍ( )ｘ
ｄｘ２

。

（２）应用：

（ａ）检验梁的剪力图、弯矩图和受力图的关系；

（ｂ）绘制梁的剪力图和弯矩图。

例：１．写出图示梁的剪力方程和弯矩方程，并作出梁的剪力图和弯矩图。其中：Ｍ０＝１６ｋＮ·ｍ，Ｆ

＝２ｋＮ，ｑ＝２ｋＮ／ｍ，ｌ＝２ｍ。
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解：（１）求支反力：分析受力如图（ｂ）所示：

∑Ｙ＝０，ＦＡ＋ＦＢ－Ｆ－５ｑｌ＝０

∑ＭＢ ＝０，－ＦＡ×６ｌ＋５ｑｌ×１．５ｌ＋Ｍ０－Ｆｌ＝{ ０
　　

ＦＡ ＝７．２ ( )ｋＮ

ＦＢ ＝１４．８ ( ){ ｋＮ

（２）写梁的剪力方程和弯矩方程：

ＡＣ段（０≤ｘ≤５ｌ）：ＦＳ( )ｘ＝ＦＡ ＝７．２ ( )ｋＮ

Ｍ( )ｘ＝ＦＡｘ＝７．２ｘ ｋＮ·( )ｍ

ＣＢ段（ｌ≤ｘ≤５ｌ）：ＦＳ( )ｘ＝ＦＡ－ｑ( )ｘ－ｌ＝７．２－２ｘ－( )２ ( )ｋＮ

Ｍ( )ｘ＝ＦＡｘ－Ｍ０－
１
２ｑ

( )ｘ－ｌ２ ＝７．２ｘ－１６－ ｘ－( )２２ ｋＮ·( )ｍ

ＢＤ段（５ｌ≤ｘ≤６ｌ）：ＦＳ( )ｘ＝ＦＡ＋ＦＢ－ｑ( )ｘ－ｌ＝２２－２ｘ－( )２ ( )ｋＮ

Ｍ( )ｘ＝ＦＡｘ＋ＦＢ ｘ－５( )ｌ－Ｍ０－
１
２ｑ

( )ｘ－ｌ２ ＝７．２ｘ＋１４．８ｘ－( )１０－１６－ ｘ－( )２２ ｋＮ·( )ｍ

（３）作梁的剪力图和弯矩图如图（ｃ）、（ｄ）所示。
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２．设梁的剪力图如图所示，作出梁的受力图和弯矩图。已知梁上没有集中力偶作用。

本题解析见精彩视频课程。

３．平面框架受力如图（ａ）所示，四边均受到切向的均布载荷 ｑ作用，则 Ａ－Ａ截面上的轴力、剪

力、弯矩分别为　　　　、　　　　、　　　　。

本题解析见精彩视频课程。
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４．图（ａ）与（ｂ）所示矩形截面梁上下表面均受到切向的均布载荷ｑ作用，则　　　　梁的任意截

面上剪力均为零。

本题解析见精彩视频课程。

５．作出图示梁的内力图。

本题解析见精彩视频课程。

６．独轮车过跳板，若跳板的支座Ａ为固定铰支座，则从最大弯矩考虑，活动铰支座 Ｂ应置于何处

为合理？

本题解析见精彩视频课程。

４．用取点连线法绘制梁的剪力图和弯矩图：

（１）基本结论１：求内力值

（ａ）某面上剪力＝该面以左部分向上之力－向下之力；

或：某面上剪力＝该面以右部分向之下力－向上之力；

（ｂ）某面上弯矩＝该面一侧（以左部分或以右部分）

向上之力对截面形心点之矩－向下之力对截面形心点之矩；

若所取一侧有集中力偶，则其矩方向与向上之力对截面形心点之矩方向相同者为“＋”；反之为

“－”。

注意：应用以上结论求内力值，必须将待求内力的方向“设正”。

（２）基本结论２：

常用内力图线形状与载荷关系表：
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补充：自由端无集中力偶作用，则Ｍ ＝０；

铰支端无集中力偶作用，则Ｍ ＝０。

（３）用取点连线法绘制梁的剪力图和弯矩图的步骤：

（ａ）求支反力：二矩式求解；投影式校核；

（ｂ）在坐标系中取点：用基本结论１求特殊截面的内力值；

（ｃ）连线：用基本结论２将（ｂ）中各点连成曲线；

（ｄ）校核：用结论２进行检验。

注：取点（求特殊截面的内力值）的另一方法：

由于：ＦＳ( )ｘ＝
ｄＭ( )ｘ
ｄｘ 　　ｄＭ( )ｘ＝ＦＳ( )ｘｄｘ　　∫

Ｂ

Ａ
ｄＭ( )ｘ＝∫

Ｂ

Ａ
ＦＳ( )ｘｄｘ　

ＭＢ－ＭＡ ＝∫
Ｂ

Ａ
ＦＳ( )ｘｄｘ　　ＭＢ ＝ＭＡ＋∫

Ｂ

Ａ
ＦＳ( )ｘｄｘ

即：ＭＢ＝ＭＡ　 ＋梁的Ａ、Ｂ两截面之间剪力图的面积

提醒：注意所取的梁的Ａ、Ｂ两截面的相互位置关系。

例：

１．求图示悬臂梁Ｃ截面上的内力，其中：Ｍ１＝２ｋＮ·ｍ，Ｍ２＝１ｋＮ·ｍ，Ｆ１＝１ｋＮ，Ｆ２＝２ｋＮ，Ｆ３＝３

ｋＮ，ｑ＝２ｋＮ／ｍ。

本题解析见精彩视频课程。

２．将梁上的集中力偶左右平移时，梁的　　　　。
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Ａ．剪力图不变，弯矩图变； Ｂ．剪力图不变，弯矩图不变；

Ｃ．剪力图变，弯矩图不变； Ｄ．剪力图变，弯矩图变。

３．作出图示梁的剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

４．作出图示梁的剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

５．作出图示梁的剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

６．作出图示梁的剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。
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７．作出图示梁的弯矩图，并画出梁的挠曲线的大致形状（不必计算）。

本题解析见精彩视频课程。

考点３：平面简单刚架、曲杆的内力计算和内力图的绘制

１．平面简单刚架的内力计算和内力图的绘制：

（１）平面刚架的内力：轴力、剪力、弯矩、扭矩；

（２）内力符号的规定：轴力、剪力、扭矩同前；弯矩无符号规定；

（３）内力图的绘制：弯矩约定画在受压一侧，即杆件弯曲变形凹入的一侧。习惯上以刚架外侧的

弯矩为正。

２．平面曲杆的内力计算和内力图的绘制：

（１）平面曲杆的内力：轴力、剪力、弯矩、扭矩；

（２）内力符号的规定：轴力、剪力、扭矩同前；弯矩以使曲杆的曲率增加（曲率半径减小、弯曲程度

增大）者为正；

（３）内力图的绘制：弯矩约定画在受压一侧，即杆件弯曲变形凹入的一侧。习惯上以曲杆内侧的

弯矩为正。

注：

（１）作刚架平面和平面曲杆的内力图的基本步骤同前，基本方法有二：一是根据内力方程描点作

图；二是取点连线法。

（２）用取点连线法作图时，应将前述基本结论修正为如下所述：

取点（即求内力值）：

（ａ）某面上剪力＝该面一侧所有力之代数和；

（ｂ）某面上弯矩＝该面一侧所有力对截面形心点之矩之代数和；



４２　　　

若所取一侧有集中力偶，则其矩为“＋”或为“－”应视求代数和时方向之约定，二者方向相同者

为“＋”，反之为“－”。

注意：应用以上结论求内力值，未必将待求内力的方向“设正”。

例：

１．作出图示平面刚架的轴力图、剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

２．作出图示平面刚架的轴力图、剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

３．作出图示平面刚架的轴力图、剪力图和弯矩图。

本题解析见精彩视频课程。

４．写出图（ａ）所示平面开口圆形曲杆的内力方程，已知圆半径为Ｒ。
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本题解析见精彩视频课程。
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第十二章　 超静定结构

考点１：基本内容

１．超静定问题（静不定问题）的概念：

只依赖静力学平衡方程不能求得所有未知量（外部约束反力和内力）确定解答的问题。

２．超静定问题的表现：

未知因素的个数ｎ＞独立静力学平衡方程式的个数ｍ

注：超静定次数ｋ（静不定次数ｋ）的概念：ｋ＝ｎ－ｍ

３．超静定问题的本质：

结构中存在“多余”约束。

４．超静定结构的特点：

（１）刚度比同类静定结构大；强度比同类静定结构高；

（２）内力（从而应力）分配的额度自动正比于各构件的刚度；

（３）温度变化、制造误差及支座沉陷等因素均会导致结构出现内力（应力）。

５．超静定结构的分类：

外部（外力）超静定结构；

内部（内力）超静定结构；

混合超静定结构。

６．超静定问题的求解思想：

静力学平衡方程

变形协调程（几何方程）

物理方程（本构方程）

讨论：

从对偶空间的统一观点推导本章的重要结论（二）

当系统为线弹性体，且为准静态加载（即外力由零开始缓慢增大至终值）并系统始终处于平衡状

态时，已有：

（１）功能原理：Ｕ＝∑
ｍ

ｉ＝１
∫
Ｃｉ

Ｆｉ·ｄｒｉ＝Ｕｒ１，ｒ２，…，ｒ( )
ｍ ＝Ｗ ＝Ｖε，即系统的应变能此时与系统的势

函数Ｕ＝Ｕｒ１，ｒ２，…，ｒ( )
ｍ 对应；

（２）与系统的余函数ＵＣ ＝∑
ｍ

ｉ＝１
Ｆｉ·ｒｉ－Ｕ＝Ｕ

Ｃ Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆ( )
ｍ 对应的系统的应变余能，在数值上

有：Ｖε ＝ＶＣ；
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故：　Ｆｉ＝
Ｖε
ｒｉ
，ｒｉ＝

ＶＣ
Ｆｉ

＝
Ｖε
Ｆｉ
， ｉ＝１，２，…，( )ｍ …………（７）

式（７）分别表示卡氏第一定理、余能定理和卡氏第二定理。

以下由卡氏第二定理证明求解ｎ次静不定结构的力法正则方程：

若杆 系 为 ｎ次 超 静 定 结 构，记 已 知 外 力 引 起 的 结 构 内 力 为 ＭＰ（ｘ），未 知 反 力

Ｘｉ ｉ＝１，２，…，( )ｎ引起的结构内力为ＭＸｉ ｘ，Ｘ( )
ｉ ， ｉ＝１，２，…，( )ｎ。由于是静不定结构，则以上两种

载荷（外力和未知反力）同时存在，故结构的总内力为：Ｍ（ｘ）＝ＭＰ（ｘ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）。

应注 意：此 处 每 个 函 数 ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）均 只 是 位 置 坐 标 ｘ和 对 应 指 标 的 未 知 反 力

Ｘｉ ｉ＝１，２，…，( )ｎ的函数，而与其他知反力Ｘｊｉ≠( )ｊ无关。

从而结构的应变能为：Ｖε ＝∫ｌＭ
２（ｘ）
２Ｋ ｄｘ＝∫ｌ

ＭＰ（ｘ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ[ ]）２

２Ｋ ｄｘ

因结构为线弹性，故由卡氏第二定理可得未知反力Ｘｉ ｉ＝１，２，…，( )ｎ作用点沿力Ｘｉ作用方向的

位移（记为Δｉ）为：

Δｉ＝
Ｖε
Ｘｉ
＝ 
Ｘｉ∫ｌ

ＭＰ（ｘ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ[ ]）２

２Ｋ ｄｘ

　 ＝∫ｌ Ｘｉ
ＭＰ（ｘ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ[ ]）２

２Ｋ ｄｘ

　 ＝∫ｌ
ＭＰ（ｘ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）

Ｋ ·
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）
Ｘｉ

ｄｘ……（Δ）

由于ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）只可能是未知反力Ｘｉ的一次函数，故一般地可设：

ＭＸｉ ｘ，Ｘ( )
ｉ ＝ ｋｉｘ＋ｂ( )

ｉ·Ｘｉ＝Ｍ
－

ｉ( )ｘ·Ｘｉ

其中ｋｉ，ｂｉ ｉ＝１，２，…( )ｎ为任意参数。则有：
ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）
Ｘｉ

＝ｋｉｘ＋ｂｉ，则（Δ）式成为：

Δｉ＝∫ｌ
ＭＰ（ｘ）＋∑

ｎ

ｊ＝１
ＭＸｊ（ｘ，Ｘｊ）

Ｋ · ｋｉｘ＋ｂ( )
ｉｄｘ　 ｉ＝１，２，…，( )ｎ

即：Δｉ＝∫ｌ
ｋｉｘ＋ｂ( )

ｉＭＰ（ｘ）
Ｋ ｄｘ＋∫ｌ

ｋｉｘ＋ｂ( )
ｉ·∑

ｎ

ｊ＝１
ＭＸｊ ｘ，Ｘ( )

ｊ

Ｋ ｄｘ　 ｉ＝１，２，…，( )ｎ

亦即：

Δｉ＝∫ｌ
ｋｉｘ＋ｂ( )

ｉＭＰ（ｘ）
Ｋ ｄｘ＋∑

ｎ

ｊ＝１
∫ｌ
ｋｉｘ＋ｂ( )

ｉ·ＭＸｊ ｘ，Ｘ( )
ｊ

Ｋ ｄｘ…( )ΔΔ ， ｉ＝１，２，…，( )ｎ
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若力Ｘｉ＝１，则：ＭＸｉ（ｘ，Ｘｉ）＝ ｋｉｘ＋ｂ( )
ｉ·Ｘｉ＝ｋｉｘ＋ｂｉＭ

－

ｉ（ｘ）

此时Ｍ
－

ｉ（ｘ）只是位置坐标ｘ的函数；同理，若力Ｘｊ＝１，则：

ＭＸｊ（ｘ，Ｘｊ）＝ ｋｊｘ＋ｂ( )
ｊ·Ｘｊ＝ｋｊｘ＋ｂｊＭ

－

ｊ（ｘ）

此时Ｍ
－

ｊ（ｘ）只是位置坐标ｘ的函数。因结构为线弹性，当力Ｘｊ为任意值时，有：

ＭＸｊ（ｘ，Ｘｊ）＝ ｋｊｘ＋ｂ( )
ｊ·Ｘｊ＝Ｘｊ·Ｍ

－

ｊ（ｘ）

从而（ΔΔ）式成为：

Δｉ＝∫ｌ
Ｍ
－

ｉ（ｘ）ＭＰ（ｘ）
Ｋ ｄｘ＋∑

ｎ

ｊ＝１
∫ｌ
Ｍ
－

ｉ（ｘ）·ＸｊＭ
－

ｊ（ｘ）
Ｋ ｄｘ　 ｉ＝１，２，…，( )ｎ

即：

Δｉ＝∫ｌ
Ｍ
－

ｉ（ｘ）ＭＰ（ｘ）
Ｋ ｄｘ＋∑

ｎ

ｊ＝１
Ｘｊ·∫ｌ

Ｍ
－

ｉ（ｘ）·Ｍ
－

ｊ（ｘ）
Ｋ[ ]ｄｘ　 ｉ＝１，２，…，( )ｎ

采用记号：ΔｉＰ ＝∫ｌ
Ｍ
－

ｉ（ｘ）ＭＰ（ｘ）
Ｋ ｄｘ；

δｉｊ＝∫ｌ
Ｍ
－

ｉ（ｘ）Ｍ
－

ｊ（ｘ）
Ｋ ｄｘ，

则上式成为：

Δｉ＝ΔｉＰ ＋∑
ｎ

ｊ＝１
δｉｊＸｊ，　　 ｉ＝１，２，…，( )ｎ

并且易见：δｉｊ＝δｊｉ， ｉ，ｊ＝１，２，…，( )ｎ，即柔度阵为对称阵。

此即ｎ次静不定结构的力法正则方程，若按照指标ｉ＝１，２，…ｎ展开后即可写成常见的矩阵形式。

考点２：力法正则方程及其应用

１．ｎ次超静定结构力法正则方程的形式：

δ１１ δ１２ … δ１ｎ

δ２１ δ２２ … δ２ｎ

… … … …

δｎ１ δｎ２ … δ

















ｎｎ

Ｘ１

Ｘ２



Ｘ
























ｎ

＋

Δ１Ｐ

Δ２Ｐ



Δ

























ｎＰ

＝

０

０



























０

２．力法正则方程中各项系数的意义：

δｉｊ：

力Ｘｊ＝１单独作用于结构时在力Ｘｊ作用点沿ｉ方向所产生的位移；

ΔｉＰ：

已知外力单独作用于结构时在力Ｘｉ作用点沿ｉ方向所产生的位移。
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注：

若所拆除的约束不是刚性约束（即所拆除的约束为弹性约束）时，方程等号右端必为非零值，而应

为弹性约束在力Ｘｉ作用点沿ｉ方向所产生的变形量。

３．力法正则方程的本质：

变形协调方程

４．力法正则方程的应用：

（１）利用结构的对称性简化超静定结构：

结构对称、载荷对称，则在对称截面处的反对称内力为零；

结构对称、载荷反对称，则在对称截面处的对称内力为零。

（２）力法正则方程求解超静定结构。

例：

１．图（ａ）所示为圆弧形小曲率杆，其抗弯刚度ＥＩ为常量，半径为Ｒ，所受集中力Ｆ铅垂向下，求其

支反力。

解：（１）构建相当系统如图（ｂ）所示，变形协调关系为：Δ１＝０。

（２）列出内力方程：

Ｍ( )α ＝
Ｘ１·Ｒｓｉｎα－

１
２ＦＲ１－ｃｏｓ

( )α　　 ０
!α!π( )２

Ｘ１·Ｒｓｉｎα－
１
２ＦＲ１－ｃｏｓ

( )α＋ＦＲｓｉｎα－π( )２ 　　 π
２!α!( ){ π

（３）列出单位力单独作用时（如图（ｃ）所示）的内力方程：

Ｍ
－

( )α ＝Ｒｓｉｎα　　 ０
!α!( )π
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（４）由莫尔积分求位移Δ１：

Δ１ ＝２∫
π
２

０

Ｘ１·Ｒｓｉｎα－
１
２ＦＲ１－ｃｏｓ

( )( )α Ｒｓｉｎα

ＥＩ ｄＲ( )α ＝０

解得：Ｘ１ ＝
２
π
Ｆ ( )←

（４）由平衡方程，得：ＸＡ ＝
２
π
Ｆ ( )→ ；ＹＡ ＝ＹＢ ＝

１
２Ｆ

( )↑

２．如图（ａ）所示，平面刚架各段的抗弯刚度均为 ＥＩ，（１）求 Ａ点的水平反力；（２）求 Ａ点的垂直

位移。

本题解析见精彩视频课程。

３．平面刚架受力及尺寸如图（ａ）所示，刚架的两段杆抗弯刚度均为ＥＩ（常数），水平弹簧的刚度系

数ｋ＝－８ＥＩ
３ａ３
，不计轴力和剪力对变形的影响，求：（１）刚架所受的全部约束反力；（２）刚架 ＣＤ段中点

处的铅垂位移。

本题解析见精彩视频课程。

４．如图（ａ）所示平面刚架，各段的抗弯刚度均为ＥＩ（常数），竖直弹簧的刚度系数为ｋ（引起单位位移

所需的力），不计轴力和剪力对变形的影响，求弹簧的受力；并进一步讨论当弹簧的刚度系数为０和无穷

大时Ｄ端约束力的大小，从而得出Ｄ端约束力的数值与弹簧的刚度系数之间关系的一般性结论。
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本题解析见精彩视频课程。

５．如图（ａ）所示平面刚架，各段的抗弯刚度均为 ＥＩ（常数），力 Ｆ铅垂，求最大弯矩及其发生的

位置。

本题解析见精彩视频课程。

６．半径为Ｒ的圆环受力如图（ａ）所示，求截面Ａ、Ｂ处的内力。

本题解析见精彩视频课程。

７．如图（ａ）所示正方形刚架ＡＢＣＤ边长为２ａ，抗弯刚度为ＥＩ，受到反对称均布载荷ｑ作用。设在

变形过程中刚架对角线ＡＣ和ＢＤ的方位保持不变，求两水平边中点截面处的内力以及Ｅ、Ｆ两点的相

对位移。
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本题解析见精彩视频课程。

８．如图（ａ）所示平面刚架，各段的抗弯刚度均为ＥＩ（常数），求最大弯矩及其发生的位置。

本题解析见精彩视频课程。

９．图（ａ）所示薄壁圆环的直径为Ｄ，抗弯刚度为ＥＩ（常数），求：（１）圆环内的最大弯矩；（２）力Ｆ作

用点Ｂ点的位移。

本题解析见精彩视频课程。




