第一章 量子力学基础知识

1.1 微观粒子的运动特征

基本内容

一、微观子的能量量子化

1. 黑体辐射

黑体:是理想的吸收体和发射体.

Plank假设:黑体中原子或分子辐射能量时作简谐振动,它只能发射或吸收频率为ν,数值为ε=hν整数倍的电磁波,及频率为ν的振子发射的能量可以等于:0hν,1 hν,2 hν,3 hν,…..,n hν.

由此可见，黑体辐射的频率为ν的能量，其数值是不连续的，只能为hν的倍数，称为能量量子化。

2. 光电效应和光子

光电效应:是光照射在金属样品表面上,使金属发射出电子的现象。金属中的电子从光获得足够的能量而逸出金属，称为光电子。

光电效应的实验结果:

(1) 只有当照射光的频率超过某个最小频率ν时金属才能发射光电子，不同金属的ν值也不同。

(2) 随着光强的增加，发射的电子数也增加，但不影响光电子的动能。

(3) 增加光的频率，光电子的动能也随之增加。

光子学说的内容如下：

(1) 光是一束光子流，每一种频率的光的能量都有一个最小单位称为光子，光子的能量与光子的频率成正比即：
[image: image407.png]



(2) 光子不但有能量，还有质量（m），但光子的静止质量为零。按相对论质能联系定律，
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,光子的质量为:
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，所以不同频率的光子有不同的质量。

(3) 光子具有一定的动量(p) p=mc=
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(4) 光子的强度取决于单位体积内光子的数目即光子密度: 
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将频率为ν的光照射到金属上,当金属中的一个电子受到一个光子撞击时,产生光电效应,并把能量hν转移给电子。电子吸收的能量，一部分用于克服金属对它的束缚力，其余部分则表现为光电子动能。
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当
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<w时,光子没有足够的能量,使电子逸出金属,不发生光电效应,当
[image: image9.wmf]n

h

=w时,这时的频率时产生光电效应的临阈频率
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>w时从金属中发射的电子具有一定的动能,它随
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的增加而增加,阈光强无关。

光的波粒二象性,其关系式为:
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3. 氢原子光谱

当原子被激发时能够发出一系列具有一定频率的光谱线叫做原子光谱。

1885年Balmer研究氢原子光谱得到氢原子光谱的公式：
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可见氢原子是不连续的谱线。

玻尔理论：

(1) 原子存在于具有确定能量的稳定态(定态),定态中的原子不辐射能量，能量最低的叫基态，其余叫激发态。

(2) 只有电子从一定态跃迁到另一定态时才发射或吸收辐射，其频率为：
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(3) 对应于原子各可能存在的定态，其电的轨道角动量M是量子化的。
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运用此假说玻尔计算了氢原子定态的轨道半径及能量，圆满的解释了氢原子光谱:

氢原子的总能量： 
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其中
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当n=1,E=-R=-13.6eV即为氢原子基态。

对应n=2，3，4，……

    E=-R/4，-R/9，-R/16，……为诸激发态。

玻尔理论成功地解释了氢原子光谱，其成功的关键抓住了微观世界中普遍存在的量子化特征。但若用它来解释氢光谱的精细结构和多电子原子光谱现象就遇到了无法克服的矛盾。

二、实物微粒的波粒的二象性。

1. De-Broglie假设。

De.Broglie认为联系光的波性和粒性的关系式也适用实物微粒即。
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2. 电子衍射实验

(1). 单晶电子衍射

当一束54ev的电子垂直地射在镍单晶表面上，在和入射束成φ=50(角的方向上表现有反射出束最多的电子数。若只考虑晶体衍射图象的第一级极大，则在两相邻晶面所衍射的电子射线的光程差正好等于λ射电子波波长：
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[image: image27.wmf]67

.

1

=

=

p

h

l

Å  同实验结果符合.
(2). 多晶电子衍射

当电子束通过晶体粉束时，也能产生x-射线的衍射环纹从环纹半径及衍射角α即晶格距离d用Brggg方程
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可算得电子射线波长。另一方面de Broglie公式计算的波长，两者符合。

3. 波粒二象性的统计解释。

实验证明电子等实物微粒具有波动性。Born提出实物微粒波的统计解释，他认为在空间任何一点上波的强度和粒子出现的几率成正比，按照这种解释描述的粒子的波称为几率波。

三．测不准原理

因为实物微粒具有波粒二象性，所以从微观体系得到的信息会受到某些限制。如一个粒子不能同时具有确定的坐标和动量.

单缝衍射实验：
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如图出现第一衍射最小值的条件是：
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因为l>>d所以
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所以
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如考虑二级衍射，则
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微观粒子和宏观物体的特性比较：

(1). 宏观物体同时具有确定的坐标和动量，可用牛顿力学描述，而微观粒子没有同时确定的坐标和动量，需要用量子力学描述。

(2).宏观物体有连续可测的运动轨道，可追踪各个物体的运动轨迹加以分辨；微观粒子具有几率分布的特征，不可能分辨出各个粒子的轨迹。

(3).宏观物体可处于任意的能量状态，体系的能量可以为任意的，连续变化的数值；微观粒子只能处于某些确定的能量状态，能量的变量不能取任意的，连续变化的数值只能是分立的。即量子化的。

(4).测不准关系对宏观物体无实际意义，在测不准关系式中，peanck常数h可当作0，微观粒子遵循测不准关系，h不能0，所以测不准关系式作为宏观物体与微观粒子的判别标准。

例  题

1．光子学说的应用

    (1). 设一个电子脱离金属钾表面所需的能量为1.8eV，问需何种波长的光照射才能产生光电流，照射光子的质量和动量分别为何值?

    解：根据
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公式，逸出功Wo是一个电子脱离金属表面必需的能量，这由照射光供给，即

E=1.8×1.602×10-19J=
[image: image38.wmf]n
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照射光的质量：
[image: image40.wmf]kg
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照射光的动量：
[image: image41.wmf]1
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    (2). 一个l00W的钠蒸气灯，发射波长为590.0hm的黄光，计算每秒发射的光子数。

    解：1W即为1J·s-1
设每秒发射的光子数为x，则100J=x·
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每秒发出光子2.96 
[image: image44.wmf]20
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2．波粒二象性

(1)区别：公式
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的使用对象

①动能为100eV的自由电子的波长。

解：获得l00eV动能的电子需要的电压为：
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[image: image50.wmf]
代入
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(亦可代入
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进行计算)。

②动能为0.1eV的自由中子的波长。

解：
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③具有105eV能量的光子的波长。

解：
[image: image55.wmf]pm

m

E

hc

4

.

12

10

42

.

12

10

6

.

1

10

10

3

10

626

.

6

/

12

19

5

8

34

=

´

=

´

´

´

´

´

=

=

-

-

-

l


④相应于玻尔轨道n＝100的电子的波长。

解：在原子中动能

    T＝-E总＝13.6／1002＝13.6×10-4eV
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pm

4

4

10

32

.

3

10

6

.

13

1225

´

=

´

=

-

l


    本题求出电子所具有的动能值后与①题意相同，不能使用
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    ⑤以l m／s速度运动的小球(质量为0.kg)的波长。

    解：
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    以上各题需注意的是首先要区分是计算实物微粒的波长(前三个公式)，还是光子的波长(最后一个公式)，若实物微粒是电子则应用
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(2). 利用公式
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    ①试确定在戴维逊—革末实验中加速电压为75V的电子束垂直打在镍单晶表面上强度最大时的反射角。

    解：先求出电子的波长
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将之代入2dsinθ＝nλ中，强度最大的反射角对应于一级衍射，即n＝1，Ni的面间距d=91pm，

    sin＝141／(2 ×91)＝0.7747

    θ＝51°(θ是布拉格角，即半衍射角)，反射角
[image: image63.wmf]j

2

1

＝39°。

    ②设电子束，从发生器以一定的速度射出，穿过晶体薄膜射到屏上，得到一级衍射的α角为2°，晶体的晶格常数为4.05×10-10m，求电子的运动速度。

    解：这里的α角是布拉格公式2dsinθ＝nλ中的θ角的两倍(4θ为样品与衍射花纹构成圆锥体顶角)，
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[image: image65.wmf]q

sin

2

/

d

mv

h

=


v=h／2mdsinθ
[image: image66.wmf]1

7

10

31

34

10

15

.

5

1

sin

10

05

.

4

10

1

.

9

2

10

626

.

6

-

-

-

-

×

´

=

°

´

´

´

´

´

´

=

s

m


3．利用不确定关系式检验经典力学适用的限度

(1). 子弹(质量0.01kg，速度1000 m·s-1)、尘埃(质量10-9kg，速度10 m·s-1)、作布朗运动的花粉(质量10-13kg，速度1m·s-1)、原子中电子(速度1000 m·s-1)等，速度的不确定度均为速度的10%，判断在确定这些质点位置时，测不准关系是否有实际意义?

    解：按测不准关系，诸粒子坐标的不确定度分别为：

子弹：
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尘埃：
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花粉：
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电子：
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    由计算结果可见，前三者的坐标不确定度与它们各自的大小相比可以忽略。换言之，由测不准关系所决定的坐标不确定度远远小于实际测量的精确度(宏观物体推确到10-8m就再好不过了)。即使质量最小、运动最慢的花粉，由测不准关系所决定的Δx也是微不足道的。此即意味着，于弹、尘埃和花粉运动中的波性可完全忽略，其坐标和动量能同时确定，测不准关系对所讨论的问题实际上不起作用。

    而原子中的电子的情况截然不同。由测不准关系所决定的坐标不确定度远远大于原子本身的大小(原子大小数量级一般为几十到几百个pm)，显然是不能忽略的，即电子在运动中的波动效应不能忽略，其运动规律服从量子力学，测不准关系对讨论的问题有实际意义。

    由此可见，测不准关系为检验和判断经典力学适用的场合和限度提供了客观标准。凡是可以把Planck常数看作零的场合都是经典场合，粒子的运动规律可以用经典力学处理；凡是不能把P1anck常数看作零的场合都是量子场合，微粒的运动规律必须用量子力学处理。

(2). 电视机显像管中运功的电子，假定加速电压为1000V．电子运动速度的不确定度Δx为速度的10％，判断电于的波性对荧光屏上成像有无影响?

    解：在给定加速电压下,由测不准关系所决定的电子坐标的不确定度为：
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这坐标不确定度对于电视机(即使目前世界上尺寸最小的袖珍电视机)荧光屏的大小来说，完全可以忽略。人的眼睛分辨不出电子运动中的波性。因此，电子的波性对电视机荧光屏上成像无影响。

(3).试用测不准关系说明光学光栅(周期约10-6m)观察不到电子衍射(若用10000V电压加速电子)。

    解：根据测不准关系，电子位置的不确定度为：
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这不确定度约为光学光栅周期的10-5倍，即在此加速电压条件下电子波的波长约为光学光栅周期的10-5倍，显然，用光学光栅观察不到电子衍射。

    亦可作如下理解：若电子位置的不确定度为10-6m，则由测不准关系决定的动量不确定度为：
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在10000V加速电压下，电子的动量为：
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估算出现第一衍射极小值的偏离角为：
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这说明电子通道光栅狭缝后“沿直线前进，落到同一个点上”。因此用光学光极观察不到电子衍射。

1.2量子力学基本假设
基本内容

一、波函数和微观粒子的状态

1. 假设I,对于一个微观体系，它的状态和有关情况可用波函数
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表示。不含由时间的波函数
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称为定态波函数。

由于空间某点波的强度与波函数绝对值的平方成正比，即在该点附近找到粒子的几率正比于
[image: image85.wmf]y
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*

所以通常用波函数
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描述的波称为几率波，将
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称为几率密。

2. 波函数的条件：

（1） 波函数必须是单值的，即在空间每一点
[image: image88.wmf]y

只能有一个值。

（2） 波函数必须是连续的，即
[image: image89.wmf]y

的值不出现突跃，
[image: image90.wmf]y

对
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的一级微分也是连续函数。

（3） 波函数必须是平方可积的,即
[image: image92.wmf]dc
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为一有限数，通常要求波函数归一化

即：
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符合这三个条件的波函数称为合格波函数或品优波函数。

3. 
[image: image94.wmf]y

c

和
[image: image95.wmf]y

描写同一状态

为此波函数必须归一化。

4. 德布罗依波函数（自由粒子波函数）

自由粒子一维波函数为：
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三维波函数为：
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二、力学量和算符。

假设Ⅱ. 对一个微观体系的每个可观测的力学量都对应着一个线性轭米算符。

1. 算符定义：对某一函数进行运算操作，规定运算操作性质的符号称为算符。

2. 算符化的规则：

(1) 时空坐标的算符是它们本身
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(2) 动量的算符
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(3) 其他物理量的算符表示法：可先将它写成关于坐标时间和动量的函数，然后作代换. 

3．线性算符：
如
[image: image105.wmf]A
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 则
[image: image107.wmf]A
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为线性算符。

4.  轭密算符：

如
[image: image108.wmf]A
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 则
[image: image110.wmf]A
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为轭密算符。

轭密算符的两个性质 （1）轭密算符的本征质是实数。

               （2）轭密算符属于不同本征值的本征值的本征函数相互正交。

三、本征态本征值Schrodinger方程。

假设Ⅲ，若某一力学A的算符
[image: image111.wmf]A
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作用于某一状态函数
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后，等于某一a乘以
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即：
[image: image114.wmf]y

y

a

A

=

ˆ


那么
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所描述的这个微观体系的状态，其力学A具有确定的数值a,a称为力学量算符
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 的本征值，
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称为
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的本征态或本征波函数。上式称为
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的本征方程。

Schrodinger方程：
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不含时间称为定态,E为能量。

四、态叠加原理.

假设Ⅳ若
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  为某一微观体系的可能状态，由它们线性组合所得的
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也是该体系可能存在的状态
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式中c1,c2,…cn 为任意常数。

1．本征态的力学量的平均值.

设
[image: image127.wmf]1
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 对应的本征值分辨为
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当体系处于状态
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并且已经归一化时:
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2．非本征态的力学量的平静值.

若状态函数
[image: image135.wmf]y

不是力学A的
[image: image136.wmf]A
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的本征态，当体系处于这个状态时
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但是这时可用积分计算其平静值.
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五、Panli原理

假设Ⅴ,在同一原子轨道或分子轨道上，至多只能容纳两个电子，这两个电子的自旋状态必须相反。或者说两个自旋相同的电子不能占用相同的轨道。

Pauli原来指出：对于电子，质子，中子等自旋量子数S为半整数的体系，描述其运动状态的完全波函数必须是反对称波函数。

例题解析

1．波函数的合格化条件

    (1)函数
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 (0<x <∞)的归一化因子等于何值.

    解：归一化因子C＝
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(2)下列三个
[image: image142.wmf]y

函数，是否符合合格化条件?
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    解：均不符合。

2．求算符的本征值和本征函数
    (1)某粒子的运动状态可用波函数
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    本征值为—
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    (2)某一体系的哈密顿算符为
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的本征函数，并求其相应的本征值(A为归一化因子0<x <∞)

解：
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由上证明
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    (3). 角动量分量算符
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解：
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因
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计算结果不是一个常数乘以原函数，所以实函数不是
[image: image172.wmf]z
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的本征态，无确定值。

3．判断线性算符和轭密算符

   (1). 请指出下列算符中的线性算符
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    (2). 请指出下列算符中的轭密算符：
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    解：由轭密算符的定义：
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所以
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是轭密算符。

4．求任意态的平均值

    波函数
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是不是一维箱中粒子的一个可能状态?如果是，其能量有无确定值?如果有，是何值?如果没有，平均值是多少?

    解：
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    利用正交、归一化条件得：
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，这是不同本征值(能量不同)的本征态的线性组合，所以没有确定值。其平均值
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1.3 一维势箱中粒子的薛定谔方程及其解

基本内容

一、建立模型写出薛定鄂方程
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薛定谔方程为：
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二、解方程：

通解为：
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E,A=0代回(1)式得:
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由此得：
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所以箱中粒子波函数：
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三．解的讨论

(1) 由①③可得出粒子存在的能级的能量及相应的波函数

(2) 在En中En的值取决于量子数n,所以En是量子化的，相邻两能级的能级差:∆
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m越大，l越大, 
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越小,能量趋向于连续.

m越小，l越小, 
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越大，量子化越显著. 

(3) 箱中粒子的最小能量为
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(4) 不同能量
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于是有
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(5) 推广到三维势箱中：
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(6) 各种物理量子的计算：

1 粒子在箱中的平均位置： 

2 粒子的动量沿x轴分量Px:

3 粒子的动量平方Px2值

例题解析
1. 利用公式
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    (1)计算①当n＝1，2时，电子在宽度为5 ×10-10m的一维势箱中运动的能量；②电子从n＝2跃迁到n＝1能级时辐射波的波长是多少?

解：①
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②
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[image: image263.wmf]m
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    (2)电子在真空管中，可看作被限制在相隔1×10-3m两极之间的一维势箱内运动，若电子的能量为100eV，问电子的量子数是多少?

解：
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2．利用一维势箱模型求共轭分子中电子能级

    (1)①丁二烯，②维生素A，③胡萝卜素分别为无色、桔黄色和宝石红色，如何用自由电子模型定性解释。

①
[image: image265.emf]

②
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   解：设n为分子中双键的数目，则有2n个π电子，若多烯烃体系中C—C键平均长度为l，两顶端C原子处扩展半个键长，则总长度L=2nl，基态是2n个电子充满n个轨道时的状态，第一激发态是一个电子从n→n+1的轨道时的状态，其能量变化值为：
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①丁二烯：n=2，C—C键长l＝1.35×10-10m，L=2×2×1.35×10-l0=5.4×10-l0m，
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②维生素A：n＝5，L＝1.05nm(实验值)
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    由上可知，丁二烯吸收发生在紫外区，所以皇无色的；维生素A吸收在可见部分的高能区，见到绿和红的混合；胡萝卜素，n=11，吸收能量较低的绿光，是红和蓝的混合色。

（2）在
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  共轭体系中将π电子运动简化为一维势箱模型，势箱长度约为1.30nm，计算π电子跃迁时所吸收光的波长，并与实验值510nm比较。

    解；
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上的一对电子计算在内，共有10个π电子，所以填充的轨道数n为5，
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  估算的吸收光的波长506.4nm与实验值510nm相接近。

(3).链型共轭分子CH2CHCHCHCHCHCHCH2在长波方向460 nm处出现第一个强吸收蜂，试按一维势箱模型估算其长度。

    解：该分子共有4对π电子，形成
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离域π键。当分子处于基态时，8个π电子占据能级最低的前4个分子轨道。当分子受到激发时，π电子由能级最高的被占轨道(n=4)跃迁到能级最低的空轨道(n=5)，激发所需要的最低能量为
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，而与此能量对应的

吸收峰即长波方向460 nm处的第一个强吸收峰。按一维势箱粒子模型，可得：
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因此：
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[image: image281.wmf]pm
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计算结果与按分子构型参数估算所得结果吻台
    (4).作为近似，苯分子中的π电子可看作在边长为350 Pm的二维方势箱中运动。计算苯分子中π电子从基态跃迁到第一激发态所吸收的光的波长。

    解：苯分子中有6个π电子。基态时，这6个π电子排布在3个成键轨道上，形成离域π键
[image: image282.wmf]6
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[image: image286.wmf]2
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  (a为势箱边长)
与该能级差相应的吸收光的波长为：
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此吸收光处于紫外区。

    实验表明，苯的紫外光谱中出现
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共3个吸收带，它们的大致吸收位置分别在185nm，200 nm和250 nm。3个吸收带皆源于π电子在最高成键轨道和最低反键轨道之间的双迁。其中波长最小的
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吸收带由π电子从基态跃辽到激发态
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    解：一维势箱中运动粒子的波函数：
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②当n＝l，5，9，13，…时，sin（nπ/2）=1

当n＝3，7，11，15，…时，sin（nπ/2）=-1

当n＝2，4，6，8，…时，sin（nπ/2）=0

由①中概率P表达式可知sin(nπ／2)＝-1，且1／2nπ值最大时，可使P(概率)值最大，所以n＝3时概率最大，即Pmax＝0.3031。
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  计算结果说明了玻尔对应原理，即当n→∞时时，量子力学还原为经典力学(用经典力学处理一维势箱中粒子，在左端1/4区的概绿正是l/4)。

    (2)求一维势箱内粒子n=l时在x＝l/2→l/2+l/100区间的概率。
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 (3)假定三维势箱中薛定谔方程解的形式为：
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，式中0<x<a，0<y<b，0<z<c，在a=b=c=100pm情况下，试求出边长为_
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    同理可得
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态的概率：P2=6×10-15。
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与
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是简并态，为什么概率P2<P1呢?这是因为一维势箱n=2时，x=l/2处为一节点，即概率密度最小。本题，P2是
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的概率，在z＝50pm(为c边长的l/2处)，nz＝2时的情况下，概率密度为0，由概率相乘原理可知，在x＝20pm，y=30pm，z＝50pm附近的微体积内的概率应是很小的，几乎趋向于0。对于
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态，nx＝2，x=20pm不是a边的l/2处，该处不出现节点，所以P2<P1。

    请分析下列两种解法是否合理。


[image: image322.wmf]z

y

x

P

D

D

D

=

2

1

y



[image: image323.wmf]z

y

x

c

z

b

y

a

x

abc

D

D

D

×

×

=

p

p

p

2

2

2

sin

sin

2

sin

8



[image: image324.wmf]3

2

2

2

6

10

100

50

sin

100

30

sin

100

20

2

sin

10

8

-

´

×

×

×

=

p

p

p



[image: image325.wmf]9

10

68

.

4

-

´

=



[image: image326.wmf]z

y

x

c

z

b

y

a

x

abc

P

D

D

D

×

×

=

p

p

p

2

sin

sin

sin

8

2

2

2

2



[image: image327.wmf]3

2

2

2

6

10

100

50

2

sin

100

30

sin

100

20

sin

10

8

-

´

×

×

×

=

p

p

p



[image: image328.wmf]0

=


    P1与积分法结果相同，但P2结果不等，这是因为用
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或近似于同一个
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，对于
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态满足要求，但
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态却不满足，因为后者在x=20pm，y=30pm，z=50pm处恰好是节点，仍用
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计算概率，意味着在小体积中各处的概率密度均为零，这与题意不符。

    (2)有人认为既然P1=4.7×10-9，
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与
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能量简并，因此P2也是4.7×10-9。这是错误的，其错误在于
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仅仅能量相等，但其空间分布是不同的，
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在x方向有一个节面，而
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则在z方向有一个节面。

4．求归一化系数

    假定三维势箱中薛定谔方程的具体形式为：
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试指出这一波函数是归一化的。

解：
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故该波函数是归一化的。

5．证明在一维势箱中运动的粒子的波函数彼此正交

解：根据正交条件
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因此，
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6．求一维势箱中粒子的坐标、动量和坐标平方的平均值

  解：(1)坐标的平均值是粒子在某x值出现的概率与该值的乘积，然后将这些乘积从x＝0一直累加到x＝l，故有
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（2）动量子均值
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7．二维和三维势箱中粒子运动状态和能级的关系

  (1)在一立方箱内的粒子，其
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为下列诸值时能级的简并度是几?①12；②14；⑧27。

    解：  
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  因为均为正整数，故上式
[image: image372.wmf]中必须为完全平方数，这只能在nx=ny=2时才满足，故具有nx=ny= nz=2一组数能满足题给的条件，所以简并度为1。
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    12+22+32＝14

  nx，ny，nz组合方式共有3！＝3 × 2 × 1＝6种。即3，2，1；3，1，2；2，1，3；2，3，1；1，2，3；1，3，2。简并度为6，即同一个能级可有六个许可状态。

  ③
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  正整数中12+12+52＝27以及32+32+32＝27。

  即l，1，5；5，1，1；1，5，1，三种(
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＝3)及3，3，3一种，简并度为4。

   上题中需要注意的是nx，ny，nz三者均不能等于零，三者之中只要有一个为零，则
[image: image377.wmf])

,

,

(

z

y

x

y

在势箱内处处为零。

    (2)求下列体系基态的多重性：①二维方形势箱中的9个电子；②lx＝2l，ly＝l的二维势箱中的10个电子；③三维立方势箱中的11个电子。

    解：根据势箱的能级公式，画出能级图如图1—6，然后按泡利(W．Pauli)原理和能量最低原理填入电子。
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单位得图②

③同理
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根据泡利原理和能量最低原理将电子填入，多重度(2S+1)

①为双重态    2× l／2十1＝2

②为三重态    2 ×(1／2+1／2)+1＝3

⑧为四重态    2 ×(1／2+1／2+1／2)+1=4
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