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第一章 量子理论基础

1．1 由黑体辐射公式导出维恩位移定律：能量密度极大值所对应的波长 mλ 与温度

T 成反比，即

mλ T=b（常量）；

并近似计算 b 的数值，准确到二位有效数字。

解 根据普朗克的黑体辐射公式
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这里的 λρ 的物理意义是黑体内波长介于λ与λ+dλ之间的辐射能量密度。

本题关注的是λ取何值时， λρ 取得极大值，因此，就得要求 λρ 对λ的一

阶导数为零，由此可求得相应的λ的值，记作 mλ 。但要注意的是，还需要验证 λρ

对λ的二阶导数在 mλ 处的取值是否小于零，如果小于零，那么前面求得的 mλ 就

是要求的，具体如下：
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如果令 x=
kT
hc
λ

，则上述方程为

xe x =− − )1(5

这是一个超越方程。首先，易知此方程有解：x=0，但经过验证，此解是平庸的；

另外的一个解可以通过逐步近似法或者数值计算法获得：x=4.97，经过验证，此

解正是所要求的，这样则有

xk
hcTm =λ

把 x 以及三个物理常量代入到上式便知

KmTm ⋅×= −3109.2λ

这便是维恩位移定律。据此，我们知识物体温度升高的话，辐射的能量分布的峰
值向较短波长方面移动，这样便会根据热物体（如遥远星体）的发光颜色来判定

温度的高低。

1．2 在 0K 附近，钠的价电子能量约为 3eV，求其德布罗意波长。

解 根据德布罗意波粒二象性的关系，可知
E=hv，

λ
hP =

如果所考虑的粒子是非相对论性的电子（ 2cE eµ<<动 ），那么

e
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如果我们考察的是相对性的光子，那么

E=pc
注意到本题所考虑的钠的价电子的动能仅为 3eV，远远小于电子的质量与光速平

方的乘积，即 eV61051.0 × ，因此利用非相对论性的电子的能量——动量关系式，

这样，便有
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在这里，利用了

meVhc ⋅×= −61024.1

以及

eVce
62 1051.0 ×=µ

最后，对
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作一点讨论，从上式可以看出，当粒子的质量越大时，这个粒子的波长就越短，

因而这个粒子的波动性较弱，而粒子性较强；同样的，当粒子的动能越大时，这

个粒子的波长就越短，因而这个粒子的波动性较弱，而粒子性较强，由于宏观世

界的物体质量普遍很大，因而波动性极弱，显现出来的都是粒子性，这种波粒二
象性，从某种子意义来说，只有在微观世界才能显现。

1．3 氦原子的动能是 kTE
2
3

= （k 为玻耳兹曼常数），求 T=1K 时，氦原子的德

布罗意波长。
解 根据

eVKk 3101 −=⋅ ，

知本题的氦原子的动能为
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这里，利用了

eVeVc 962 107.3109314 ×=××=核µ

最后，再对德布罗意波长与温度的关系作一点讨论，由某种粒子构成的温度
为 T 的体系，其中粒子的平均动能的数量级为 kT，这样，其相庆的德布罗意波

长就为

Tkc
hc
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据此可知，当体系的温度越低，相应的德布罗意波长就越长，这时这种粒子的波

动性就越明显，特别是当波长长到比粒子间的平均距离还长时，粒子间的相干性

就尤为明显，因此这时就能用经典的描述粒子统计分布的玻耳兹曼分布，而必须

用量子的描述粒子的统计分布——玻色分布或费米公布。

1．4 利用玻尔——索末菲的量子化条件，求：

（1）一维谐振子的能量；

（2）在均匀磁场中作圆周运动的电子轨道的可能半径。

已知外磁场 H=10T，玻尔磁子 124109 −− ⋅×= TJM B ，试计算运能的量子化间

隔△E，并与 T=4K 及 T=100K 的热运动能量相比较。

解 玻尔——索末菲的量子化条件为

∫ = nhpdq

其中 q 是微观粒子的一个广义坐标，p 是与之相对应的广义动量，回路积分是沿
运动轨道积一圈，n 是正整数。

（1）设一维谐振子的劲度常数为 k，谐振子质量为μ，于是有
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这样，便有
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这里的正负号分别表示谐振子沿着正方向运动和沿着负方向运动，一正一负正好
表示一个来回，运动了一圈。此外，根据
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这表示谐振子的正负方向的最大位移。这样，根据玻尔——索末菲的量子化条件，
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为了积分上述方程的左边，作以下变量代换；
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这样，便有
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这时，令上式左边的积分为 A，此外再构造一个积分
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根据式（1）和（2），便有
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π2
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最后，对此解作一点讨论。首先，注意到谐振子的能量被量子化了；其次，

这量子化的能量是等间隔分布的。

（2）当电子在均匀磁场中作圆周运动时，有

Bq
R

υυµ =
2

⇒ qBRp == µυ

这时，玻尔——索末菲的量子化条件就为

∫ =
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θ
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又因为动能耐
µ2
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其中，
µ2
ℏqM B = 是玻尔磁子，这样，发现量子化的能量也是等间隔的，而且
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BBME =∆

具体到本题，有

JJE 2324 10910910 −− ×=××=∆

根据动能与温度的关系式

kTE
2
3

=

以及

JeVKk 223 106.1101 −− ×==⋅

可知，当温度 T=4K 时，

JJE 2222 106.9106.145.1 −− ×=×××=

当温度 T=100K 时，

JJE 2022 104.2106.11005.1 −− ×=×××=

显然，两种情况下的热运动所对应的能量要大于前面的量子化的能量的间隔。

1．5 两个光子在一定条件下可以转化为正负电子对，如果两光子的能量相等，

问要实现实种转化，光子的波长最大是多少？

解 关于两个光子转化为正负电子对的动力学过程，如两个光子以怎样的概

率转化为正负电子对的问题，严格来说，需要用到相对性量子场论的知识去计算，

修正当涉及到这个过程的运动学方面，如能量守恒，动量守恒等，我们不需要用
那么高深的知识去计算，具休到本题，两个光子能量相等，因此当对心碰撞时，

转化为正风电子对反需的能量最小，因而所对应的波长也就最长，而且，有
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此外，还有
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2chc
eµλ

=

⇒
2c

hc
eµ

λ =

nm
m

m

3

12

6

6

104.2
104.2

1051.0
1024.1

−

−

−

×=

×=
×
×

=

尽管这是光子转化为电子的最大波长，但从数值上看，也是相当小的，我们

知道，电子是自然界中最轻的有质量的粒子，如果是光子转化为像正反质子对之
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类的更大质量的粒子，那么所对应的光子的最大波长将会更小，这从某种意义上

告诉我们，当涉及到粒子的衰变，产生，转化等问题，一般所需的能量是很大的。

能量越大，粒子间的转化等现象就越丰富，这样，也许就能发现新粒子，这便是

世界上在造越来越高能的加速器的原因：期待发现新现象，新粒子，新物理。

第二章波 函数和薛定谔方程

2.1 证明在定态中，几率流与时间无关。

证：对于定态，可令
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�

无关。

2.2 由下列定态波函数计算几率流密度：
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r

e
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1)2(          1)1( 21 ψψ

从所得结果说明 1ψ 表示向外传播的球面波， 2ψ 表示向内(即向原点) 传播的球

面波。

解： 分量只有和 rJJ 21

��

在球坐标中
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可见， rJ ��
与2 反向。表示向内(即向原点) 传播的球面波。

补充：设 ikxex =)(ψ ，粒子的位置几率分布如何？这个波函数能否归一化？

∞== ∫∫ ∞∞
dxdxψψ *∵

∴波函数不能按 1)( 2
=∫∞ dxxψ 方式归一化。

其相对位置几率分布函数为

12
== ψω 表示粒子在空间各处出现的几率相同。

2.3 一粒子在一维势场
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中运动，求粒子的能级和对应的波函数。

解： txU 与)( 无关，是定态问题。其定态 S—方程
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由于(1)、(3)方程中，由于 ∞=)(xU ，要等式成立，必须

0)(1 =xψ

0)(2 =xψ

即粒子不能运动到势阱以外的地方去。

方程(2)可变为 0)(2)(
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ℏ

令
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ℏ
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其解为 kxBkxAx cossin)(2 +=ψ ④

根据波函数的标准条件确定系数 A，B，由连续性条件，得

      )0()0( 12 ψψ = ⑤
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由归一化条件

1)( 2 =∫∞ dxxψ
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可见 E 是量子化的。

对应于 nE 的归一化的定态波函数为
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2.4. 证明（2.6-14）式中的归一化常数是
a

A 1
=′

证 ：
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a
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     ),(sin π
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（2.6-14）
由归一化，得
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2.5 求一维谐振子处在激发态时几率最大的位置。

解：
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−
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令 0 
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，得

±∞=±== xxx           1         0
α

由 )(1 xω 的表达式可知， ±∞== xx   0， 时， 0)(1 =xω 。显然不是最大几率的位置。
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±=±=
1x 是所求几率最大的位置。 #
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2.6 在一维势场中运动的粒子，势能对原点对称： )()( xUxU =− ，证明粒子的

定态波函数具有确定的宇称。
证：在一维势场中运动的粒子的定态 S-方程为

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx
d ψψψ

µ
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ℏ
①

将式中的 )( xx −以 代换，得
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2 2
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µ
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利用 )()( xUxU =− ，得
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2 2

22
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−=−+−− ψψψ
µ
ℏ

③

比较①、③式可知， )()( xx ψψ 和− 都是描写在同一势场作用下的粒子状态

的波函数。由于它们描写的是同一个状态，因此 )()( xx ψψ 和− 之间只能相差一个

常数c。方程①、③可相互进行空间反演 )( xx −↔ 而得其对方，由①经 xx −→

反演，可得③，

)()(   xcx ψψ =−⇒

④

由③再经 xx →− 反演，可得①，反演步骤与上完全相同，即是完全等价的。

)()(   xcx −=⇒ ψψ

⑤

④乘 ⑤，得

)x()x(c)x()x(  2 −=− ψψψψ

可见， 11112222 ====cccc

1±=c

当 1+=c 时， )x()x(   ψψ =− ， )(xψ⇒ 具有偶宇称，

当 1−=c 时， )()(   xx ψψ −=− ， )(xψ⇒ 具有奇宇称，

当势场满足 )()(  xUxU =− 时，粒子的定态波函数具有确定的宇称。#
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2.7 一粒子在一维势阱中

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>>
=

ax

axU
xU

           ,0    

       ,0
)( 0

运动，求束缚态( 00 UE << )的能级所满足的方程。

解法一：粒子所满足的 S-方程为

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx
d ψψψ

µ
=+−

ℏ

按势能 )(xU 的形式分区域的具体形式为

Ⅰ ： )x(E)x(U)x(
dx
d

2 11012

22

ψψψ
µ

=+−
ℏ ax <<∞−

①

Ⅱ： )()(
2 222

22

xEx
dx
d ψψ

µ
=−

ℏ axa ≤≤−

②

Ⅲ： )x(E)x(U)x(
dx
d

2 33032

22

ψψψ
µ

=+−
ℏ

∞<< xa

③

整理后，得

Ⅰ： 0
)(2

12
0

1 =
−

−′′ ψ
µ

ψ
ℏ

EU
④

Ⅱ：. 0E 2
222 =+′′ ψµψ

ℏ
⑤

Ⅲ： 0
)(2

32
0

3 =
−

−′′ ψ
µ

ψ
ℏ

EU
⑥

令
2

2
22

02
1

2                )(2
ℏℏ
EkEUk µµ

=
−

=

则

Ⅰ： 01
2

11 =−′′ ψψ k ⑦

Ⅱ：. 02
2
22 =−′′ ψψ k ⑧

Ⅲ： 01
2

13 =−′′ ψψ k ⑨
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各方程的解为

xkxk
3

222

xkxk
1

11

11

FeEe
xkcosDxksinC

BeAe

−+

−

+=

+=

+=

ψ

ψ
ψ

由波函数的有限性，有

0         )(
0       )(

3

1

=⇒∞

=⇒−∞

E
A

有限

有限

ψ
ψ

因此

xk
3

xk
1

1

1

Fe

Be
−=

=

ψ

ψ

由波函数的连续性，有

)13(          FekaksinDkakcosCk),a()a(

)12(                       FeakcosDaksinC),a()a(
)11(       aksinDkakcosCkBek),a()a(

)10(                  akcosDaksinCBe),a()a(

ak
1222232

ak
2232

2222
ak

121

22
ak

21

1

1

1

1

−

−

−

−

−=−⇒′=′

=+⇒=

+=⇒−′=−′

+−=⇒−=−

ψψ

ψψ

ψψ

ψψ

整理(10)、(11)、(12)、(13)式，并合并成方程组，得

0FekaDksinkaCkcosk0

0FeaDkcosaCksin0
00D aksinkaCkcoskBek

 00aDkcosaCksinBe

ak
12222

ak
22

2222
ak

1

22
ak

1

1

1

1

=+−+

=−++

=+−−

=+−+

−

−

−

−

解此方程即可得出 B、C、D、F，进而得出波函数的具体形式，要方程组

有非零解，必须

0

Bekaksinkakcosk0
eakcosaksin0

0aksinkakcoskek
0akcosaksine

ak
12222

ak
22

2222
ak

1

22
ak

1

1

1

1

=

−

−−
−

−

−

−

−
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]ak2coskk2ak2sin)kk[(e 
]ak2sinkak2sinkak2coskk2[e 

]aksinekakcosaksinek     

akcosekakcosaksinek[ek    
]akcosaksinekaksinekk    

akcosaksinekakcosekk[e 

ekaksinkakcosk
eakcosaksin
0akcosaksin

ek         

ekaksinkakcosk
eakcosaksin
0aksinkakcosk

e0

2212
2
1

2
2

ak2

2
2

12
2
2221

ak2

2
2ak

222
ak

1

2
2ak

222
ak

1
ak

1

22
ak2

22
2ak

21

22
ak2

22
2ak

21
ak

ak
12222

ak
22

22
ak

1

ak
12222

ak
22

2222
ak

1

1

11

111

11

111

1

11

1

11

−−=

−+−=

−+

++−

−++

++−=

=
−

−
−

−

−
−

−
−−

=

−

−

−−

−−−

−−

−−−

−

−−

−

−−

∵ 012 ≠− ake

∴ 02cos22sin)( 2212
2
1

2
2 =−− akkkakkk

即 022)( 212
2
1

2
2 =−− kkaktgkk 为所求束缚态能级所满足的方程。#

解法二：接（13）式

aksinD
k
k

akcosC
k
k

akcosDaksinC 2
1

2
2

1

2
22 +=+−

aksinD
k
k

akcosC
k
k

akcosDaksinC 2
1

2
2

1

2
22 +−=+
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00002222coscoscoscoskkkk2222    2222sinsinsinsin))))((((        

00002222coscoscoscos
2222

    2222sinsinsinsin))))    1111((((                

0000coscoscoscossinsinsinsincoscoscoscossinsinsinsincoscoscoscossinsinsinsin            

0000))))coscoscoscossinsinsinsin)()()()(sinsinsinsincoscoscoscos((((                

0000))))coscoscoscossinsinsinsin)()()()(sinsinsinsincoscoscoscos((((

))))coscoscoscossinsinsinsin)()()()(sinsinsinsincoscoscoscos((((

0000
))))coscoscoscossinsinsinsin((((sinsinsinsincoscoscoscos

coscoscoscossinsinsinsinsinsinsinsincoscoscoscos

2222222211112222
2222
1111

2222
2222

2222
1111

2222
22222222

1111

2222
2222

222222222222
2222

1111

2222
2222

2222

1111

2222
222222222222

1111

2222
2222

22222222
1111

2222
22222222

1111

2222

22222222
1111

2222
22222222

1111

2222

22222222
1111

2222
22222222

1111

2222

22222222
1111

2222
22222222

1111

2222

22222222
1111

2222
22222222

1111

2222

====−−−−−−−−

====−−−−++++−−−−

====−−−−−−−−++++

====−−−−++++

====−−−−++++−−−−

−−−−++++−−−−

====
−−−−−−−−++++

−−−−++++

aaaakkkkkkkkaaaakkkkkkkkkkkk

aaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkkaaaakkkkaaaakkkk

kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk
kkkk
kkkk

#
解法三：

(11)-(13) ))))((((sinsinsinsin2222 1111
111122222222 FFFFBBBBeeeekkkkaaaakkkkDDDDkkkk aaaakkkk ++++====⇒⇒⇒⇒ −−−−

(10)+(12) )FB(eakcosD2 ak
2

1 +=⇒ −

)a(                                       katgkk
)12()10(
)13()11(

122 =⇒
+
−

(11)+(13) aaaaikikikikeeeeBBBBFFFFkkkkaaaakkkkCCCCkkkk 1111))))((((coscoscoscos2222 111122222222
−−−−−−−−−−−−====⇒⇒⇒⇒

(12)-(10) aik
2

1e)BF(aksinC2 −−=⇒

kkkkaaaactgkctgkctgkctgkkkkk
))))10101010(((())))12121212((((
))))13131313(((())))11111111((((

111122222222
−−−−====⇒⇒⇒⇒

−−−−
++++

令 ，， aaaakkkkaaaakkkk 22222222 ======== ηηηηξξξξ 则

)d(                                     ctg 
)c(                                         tg                     

ηξξ
ηξξ
−=

=
或

)f(                         
aU2

)kk(
2

2
02

2
2
1

22

ℏ
µ

ηξ =+=+

合并 )b()a( 、 ：
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2222
1111

2222
2222

22221111
2222

2222
2222

kkkkkkkk
kkkkkkkk

aaaakkkktgtgtgtg
−−−−

==== 利用
aktg1

atgk2
ak2tg

2
2

2
2 −

=

#

解法四：（最简方法-平移坐标轴法）

Ⅰ： 1111111100001111

2222

2222
ψψψψψψψψψψψψ

µµµµ
EEEEUUUU ====++++′′′′′′′′−−−−

ℏ
（χ≤0）

Ⅱ： 22222222

2222

2222
ψψψψψψψψ

µµµµ
EEEE====′′′′′′′′−−−−

ℏ
（0＜χ＜2aaaa）

Ⅲ： 3333333300003333

2222

2222
ψψψψψψψψψψψψ

µµµµ
EEEEUUUU ====++++′′′′′′′′−−−−

ℏ
（χ≥2 aaaa）

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪

⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

====
−−−−

−−−−′′′′′′′′

====++++′′′′′′′′

====
−−−−

−−−−′′′′′′′′

⇒⇒⇒⇒

0000
))))((((2222

00002222

0000
))))((((2222

33332222
0000

3333

222222222222

11112222
0000

1111

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ

ψψψψµµµµψψψψ

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ

ℏ

ℏ

ℏ

EEEEUUUU

EEEE

EEEEUUUU

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−′′

==+′′

−==−′′

(3)     0k
E2k             (2)     0k

)EU(2k             (1)     0k

3
2
13

22
22

2
22

2
0

2
11

2
11

ψψ

µψψ

µψψ

ℏ

ℏ
束缚态0000＜ EEEE＜ 0000UUUU

xxxxkkkkxxxxkkkk

xxxxkkkkxxxxkkkk

FeFeFeFeEeEeEeEe
xxxxkkkkDDDDxxxxkkkkCCCC

BeBeBeBeAeAeAeAe

11111111

11111111

3333

222222222222

1111

coscoscoscossinsinsinsin
−−−−++++

−−−−++++

++++====

++++====

++++====

ψψψψ

ψψψψ
ψψψψ

0000                                    ))))((((
0000                            ))))((((

3333

1111

====⇒⇒⇒⇒∞∞∞∞
====⇒⇒⇒⇒−∞−∞−∞−∞

EEEE
BBBB

有限

有限

ψψψψ
ψψψψ

因此

xxxxkkkk

xxxxkkkk

FeFeFeFe
AeAeAeAe

1111

1111

3333

1111

                −−−−====

====∴∴∴∴

ψψψψ

ψψψψ

由波函数的连续性，有

)7(               Feak2cosDak2sinC),a2()a2(
)6(         Fekak2sinDkak2cosCk),a2()a2(

)5(                                                           CkAk),0()0(
)4(                                                                  DA),0()0(

ak2
2232

ak2
1222232

2121

21

1

1

−

−

=+⇒=

−=−⇒′=′

=⇒′=′
=⇒=

ψψ

ψψ

ψψ
ψψ
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(7)代入(6)

aaaakkkkDDDD
kkkk
kkkk

aaaakkkkCCCC
kkkk
kkkk

aaaakkkkDDDDaaaakkkkCCCC 2222
1111

2222
2222

1111

2222
22222222 2222sinsinsinsin2222coscoscoscos2222coscoscoscos2222sinsinsinsin ++++−−−−====++++

利用(4)、(5)，得

0ak2coskk2ak2sin)kk(
)kk(

0ak2cos2ak2sin)
k
k

k
k(

0A

0]ak2cos2ak2sin)
k
k

k
k

[(A

ak2sinD
k
k

ak2cosAak2cosAak2sinA
k
k

2212
2
1

2
2

21

22
1

2

2

1

22
1

2

2

1

2
1

2
222

2

1

=−−

−

=+−∴

≠

=+−

+−=+

即得两边乘上

∵

#

2.8 分子间的范德瓦耳斯力所产生的势能可以近似表示为

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

<
≤≤−

<≤
<∞

=

，

，

，

，

                ,0
     ,

0      ,
        0        ,

)(
1

0

xb
bxaU
axU

x

xU

求束缚态的能级所满足的方程。

解：势能曲线如图示，分成四个区域求解。

定态 S-方程为

)()()()(
2 2

22

xExxUx
dx
d ψψψ

µ
=+−

ℏ

对各区域的具体形式为

Ⅰ： )0(        )(
2 111

2

<=+′′− xExU ψψψ
µ
ℏ

Ⅱ： )0(        
2 2202

2

axEU <≤=+′′− ψψψ
µ
ℏ

Ⅲ： )(        
2 3313

2

bxaEU ≤≤=−′′− ψψψ
µ
ℏ

Ⅳ： )(            0
2 44

2

xbE <=+′′− ψψ
µ
ℏ
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对于区域Ⅰ， ∞=)(xU ，粒子不可能到达此区域，故

0)(1 =xψ

而 . 0)( 2
22

0
2 =

−
−′′ ψµψ

ℏ
EU

①

0
)( 2

32
1

3 =
+

+′′ ψ
µ

ψ
ℏ

EU
②

02
424 =+′′ ψµψ

ℏ
E

③

对于束缚态来说，有 0<<− EU

∴ 02
2

12 =−′′ ψψ k
2
02

1
)( 2

ℏ
EUk −

=
µ

④

03
2
33 =+′′ ψψ k

2
12

3

)( 2
ℏ

EU
k

+
=

µ
⑤

04
2
44 =+′′ ψψ k 22

4 /2 ℏEk µ−= ⑥

各方程的解分别为

xkxk

xkxk

FeEe
xkDxkC

BeAe

33

11

4

223

2

cossin
−+

−

+=

+=

+=

ψ

ψ
ψ

由波函数的有限性，得

0   )(4 =⇒∞ E有限，ψ

∴ xkFe 3
4

−=ψ

由波函数及其一阶导数的连续，得

AB −=⇒=     )0()0( 21 ψψ

∴ )( 33
2

xkxk eeA −−=ψ

akDakCeeAaa xkxk
2232 cossin)()()( 33 +=−⇒= −ψψ ⑦

akDkakCkeeAkaa akak
2222133 sincos)()()( 33 −=+⇒′=′ −ψψ ⑧

bkFebkDbkCbb 3
2243 cossin)()( −=+⇒=ψψ

⑨

bkeFkbkDkbkCkbb 3
3222243 cossin)()( −−=−⇒′=′ ψψ ⑩
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由⑦、⑧，得
aaaakkkkDDDDaaaakkkkCCCC
aaaakkkkDDDDaaaakkkkCCCC

eeeeeeee
eeeeeeee

kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

22222222

22222222

2222

1111

coscoscoscossinsinsinsin
coscoscoscoscoscoscoscos

11111111

11111111

++++
−−−−

====
−−−−
++++

−−−−

−−−−

(11)

由 ⑨、⑩得 DDDDbbbbkkkkkkkkCCCCbbbbkkkkkkkkDDDDbbbbkkkkkkkkCCCCbbbbkkkkkkkk ))))coscoscoscos(((())))sinsinsinsin(((())))sinsinsinsin(((())))coscoscoscos(((( 22223333222233332222222222222222 −−−−−−−−====−−−−

0000))))sinsinsinsincoscoscoscos(((())))sinsinsinsincoscoscoscos(((( 22222222
3333

2222
22222222

3333

2222 ====++++−−−−====++++ DDDDbbbbkkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

CCCCbbbbkkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

(12)

令
2222

1111

11111111

11111111

kkkk
kkkk

eeeeeeee
eeeeeeee

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

⋅⋅⋅⋅
−−−−
++++

====
−−−−

−−−−

ββββ ，则①式变为

0000))))sinsinsinsincoscoscoscos(((())))coscoscoscossinsinsinsin(((( 2222222222222222 ====++++++++−−−− DDDDaaaakkkkaaaakkkkCCCCaaaakkkkaaaakkkk ββββββββ

联立(12)、(13)得，要此方程组有非零解，必须

0000
))))sinsinsinsincoscoscoscos(((())))coscoscoscossinsinsinsin((((

))))coscoscoscossinsinsinsin(((())))sinsinsinsincoscoscoscos((((

2222222222222222

22222222
3333

2222
22222222

3333

2222

====
++++−−−−

++++−−−−++++

aaaakkkkaaaakkkkaaaakkkkaaaakkkk

bbbbkkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkkbbbbkkkkbbbbkkkk

kkkk
kkkk

ββββββββ

))))(((())))1111(((())))((((                                                    

0000))))1111)(()(()(()((((((coscoscoscos)))))()()()(((((sinsinsinsin                                                    

0000coscoscoscoscoscoscoscossinsinsinsincoscoscoscos                            

))))coscoscoscossinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsin                                

coscoscoscossinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsinsincoscoscoscoscoscoscoscos                        

0000))))coscoscoscossinsinsinsin((((                                

))))coscoscoscossinsinsinsin(((())))sinsinsinsincoscoscoscos)()()()(sinsinsinsincoscoscoscos((((            

3333

2222

3333

2222
2222

3333

2222
2222

3333

2222
2222

2222222222222222

22222222
3333

2222
22222222

3333

2222
22222222

2222222222222222
3333

2222
22222222

3333

2222

22222222
3333

2222

2222222222222222
3333

2222
22222222

ββββββββ

ββββββββ

ββββ

ββββ

ββββββββ

ββββββββ

−−−−++++====−−−−

====++++−−−−++++−−−−−−−−

====++++−−−−

−−−−−−−−++++++++

++++++++++++

====++++−−−−⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−++++++++

kkkk
kkkk

kkkk
kkkk

aaaabbbbtgktgktgktgk

kkkk
kkkk

aaaabbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaabbbbkkkk

aaaakkkkbbbbkkkkaaaakkkkbbbbkkkk

aaaakkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkbbbbkkkk

aaaakkkkbbbbkkkkaaaakkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

bbbbkkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkkbbbbkkkkbbbbkkkk
kkkk
kkkk

aaaakkkkaaaakkkk即

把 ββββ 代入即得

))))(((())))1111(((())))((((    
11111111

11111111

11111111

11111111

2222

1111

3333

2222

3333

2222
2222 aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

eeeeeeee
eeeeeeee

kkkk
kkkk

kkkk
kkkk

eeeeeeee
eeeeeeee

kkkk
kkkk

aaaabbbbtgktgktgktgk
−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−
++++

−−−−
−−−−
++++

++++====−−−−

此 即 为 所 要 求 的 束 缚 态 能 级 所 满 足 的 方 程 。
#

附：从方程⑩之后也可以直接用行列式求解。见附页。
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））

（

）

（

bbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkbbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkbbbbkkkk
aaaakkkkeeeekkkkbbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkkkkkeeeeeeeekkkk

bbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkbbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkkkkkbbbbkkkk
aaaakkkkeeeekkkkbbbbkkkkaaaakkkkeeeekkkkkkkkeeeeeeee

eeeekkkkbbbbkkkkkkkkbbbbkkkkkkkk
eeeebbbbkkkkbbbbkkkk

aaaakkkkaaaakkkk
eeeeeeeekkkk

eeeekkkkbbbbkkkkkkkkbbbbkkkkkkkk
eeeebbbbkkkkbbbbkkkk

aaaakkkkkkkkaaaakkkkkkkk
eeeeeeee

eeeekkkkbbbbkkkkkkkkbbbbkkkkkkkk
eeeebbbbkkkkbbbbkkkk

aaaakkkkkkkkaaaakkkkkkkkkkkkeeeeeeee
aaaakkkkaaaakkkkeeeeeeee

bbbbkkkkbbbbkkkk

bbbbkkkkbbbbkkkkbbbbkkkkbbbbkkkk

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkkaaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkk

aaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

aaaakkkkaaaakkkk

2222222222222222222233332222

2222222222222222333322221111

22222222
2222
222222222222333322222222

2222
2222
22222222222233332222

33332222222222222222
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此即为所求方程。 #

补充练习题一

1、设 )()(
22

2
1

为常数αψ
α x

Aex
−

= ，求 A = ？

解：由归一化条件，有

∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

− == )x (de1A)x (deA1
2222 x2x2 α

α
αα

π
αα
1Adye1A 2y2 2

== ∫
∞

∞−

− 利用 π=∫
∞

∞−

− dye
2y

∴
π
α

=A #
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2、求基态微观线性谐振子在经典界限外被发现的几率。

解：基态能量为 ωℏ
2
1

0 =E

设基态的经典界限的位置为 a，则有

ωµω ℏ
2
1

2
1 22

0 == aE

∴ 0a1a ===
αµω

ℏ

在界限外发现振子的几率为

)( 22

0

220 22

0
x

a

x
a

x edxedxe ααα

π
αψ

π
α

π
αω −

∞
−

−

∞−

− =+= ∫∫

)t
2

1y       ]dte
2
1

2
2[2

]dyedye[2

dye2

)x (de2

)(            dxe2

2 2/t

1 yy

1

y

a

)x(

a

x

2

22

2

0

2

0

22

=−=

−=

=

=

=

∫

∫∫

∫

∫

∫

∞−

−

∞−

−∞

∞−

−

∞ −

∞ −

∞ −

（令

偶函数性质

π
ππ

π

π

π

α
π

π
α

α

α

式中 ∫ ∞−

−
2

2/2

2
1 dte t

π
为正态分布函数 ∫ ∞−

−=
x

t dtex 2/2

2
1)(
π

ψ

当 )2(2 ψ时的值=x 。查表得 92.0)2( =̇ψ

∴ ]92.0[ ×−
∂

= ππ
π

ω ̇ 16.0)92.01(2 =−=

∴在经典极限外发现振子的几率为 0.16。 #

3、试证明 )x3x2(e
3

)x( 33x
2
1 22

αα
π

αψ
α

−=
−

是线性谐振子的波函数，并求此波

函数对应的能量。

证：线性谐振子的 S-方程为
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)()(
2
1)(

2
22

22

xExxx
dx
d ψψµωψ

µ
=+−

ℏ
①

把 )(xψ 代入上式，有

)3x9x2(e
3

e)]3x6()x3x2(x[
3

)]x3x2(e
3

[
dx
d)x(

dx
d

2345
x

2
1

x
2
1

23332

33x
2
1
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ααα
π

α

ααααα
π

α
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π

αψ

α

α

α

−+−=

−+−−=

−=

−

−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−=

−
)3x9x2(e

3dx
d

dx
)x(d 2345

x
2
1

2

2 22

ααα
π
αψ α

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−+−+−−=

−−
)x18x8(e)3x9x2(xe

3
335x

2
1

2345x
2
1

2
2222

αααααα
π

α αα

)x()7x(

)x3x2(e
3

)7x(

224

33
x

2
1

224
22

ψαα

αα
π

ααα
α

−=

−−=
−

把 )(
2

2

x
dx
d ψ 代入①式左边，得

)(

)(
2
7      

)(
2
1)(

2
1)(

2
7       

)(
2
1)(

2
)(

2
7        

)(
2
1)(

2
)(
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xE

x
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xd

ψ

ωψ

ψµωψµωωψ

ψµωψµω
µ

ψ
µ

µω

ψµωψα
µ

ψ
µ

α

ψµωψ
µ

=

=

+−=

+−⋅⋅=

+−=

+−=

右边

）（

左边

ℏ

ℏ

ℏ
ℏℏ

ℏ

ℏℏ

ℏ

当 ωℏ
2
7

=E 时，左边 = 右边。 n = 3

)32(
3

)( 332
1 22

xxe
dx
dx

x
αα

π
αψ

α
−=

−
，是线性谐振子的波函数，其对应
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的能量为 ωℏ
2
7

。

第三章 量子力学中的力学量

3.1 一维谐振子处在基态
tix

ex
ωα

π
α

ψ 22

22

)(
−−

= ，求：

(1)势能的平均值 22222222

2222
1111

xxxxUUUU µωµωµωµω==== ；

(2)动能的平均值
µµµµ2222

2222ppppTTTT ==== ；

(3)动量的几率分布函数。

解：(1) ∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−======== dxdxdxdxeeeexxxxxxxxUUUU xxxx 222222222222222222222222

2222
1111
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1111 αααα
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∞

∞−
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∞
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∞
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ℏ
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ℏ
ℏℏℏ µω
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=−=−= UET
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动量几率分布函数为
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2

1)()( 2 ℏ

ℏ
α

πα
ω

p

epcp
−

==

#

3.2.氢原子处在基态 0/

3
0

1
),,( are

a
r −=

π
ϕθψ ，求：

(1)r 的平均值；

(2)势能
r
e 2

− 的平均值；

(3)最可几半径；
(4)动能的平均值；
(5)动量的几率分布函数。

解：(1) ϕθθ
π

τϕθψ
π π

drddrre
a

drrr ar   sin1),,(
0

22

0 0

/2
3
0

2 0∫ ∫ ∫∫
∞ −==
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∫
∞ −=
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0
4 drar
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∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∞ −

∞ −

∞ −

π π

π π

ϕθθ
π

ϕθθ
π

(3)电子出现在 r+dr 球壳内出现的几率为

∫ ∫=
π π

ϕθθϕθψω
0

2

0

22   sin)],,([)( ddrdrrdrr drre
a
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ω

当 0)(   ,0 21 =∞== rrr ω时， 为几率最小位置
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∴ 0ar = 是最可几半径。
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动量几率分布函数
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)(
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)()(
ℏ

ℏ
+

==
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a
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π

ω

#
3.3 证明氢原子中电子运动所产生的电流密度在球极坐标中的分量是

0== θeer JJ

2

sin 
 

mne r
meJ ℓ
ℏ ψ

θµϕ =

证：电子的电流密度为

)(
2

**
mnmnmnmne

ieJeJ ℓℓℓℓ
ℏ��

ψψψψ
µ

∇−∇−=−=

∇∇∇∇在球极坐标中为

ϕθθ ϕθ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
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r
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���

式中 ϕϕϕϕθθθθ eeeeeeeeeeeerrrr
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、、 为单位矢量
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∂
∂

−
∂
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∂
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∂
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−
∂
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−=

mmmmnnnnℓ∵ψψψψ 中的 rrrr和θθθθ 部分是实数。

∴ ϕψψ
θµ

eimim
r
ieJ mnmne

�ℏ�
ℓℓ )(

sin2
22 −−−= ϕψ

θµ
e

r
me

mn
�ℏ

ℓ
2

sin
−=

可见， 0== θeer JJ

2

sin mne r
meJ ℓ
ℏ ψ

θµϕ −=

#
3.4 由上题可知，氢原子中的电流可以看作是由许多圆周电流组成的。
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(1)求一圆周电流的磁矩。

(2)证明氢原子磁矩为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−
==

)(     
2

)(     
2

CGS
c

me

SIme

MM z

µ

µ
ℏ

ℏ

原子磁矩与角动量之比为

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

−
=

)(     
2

)(     
2

CGS
c
e

SIe

L
M

z

z

µ

µ

这个比值称为回转磁比率。
解：(1) 一圆周电流的磁矩为

AdSJiAdM e ⋅== ϕ （ iiii为圆周电流， AAAA为圆周所围面积）

22 )sin(
sin

θπψ
θµ

rdS
r
me

mn ⋅−= ℓ
ℏ

dSrme
mn

2sin ℓ
ℏ ψθπ
µ

−=

θψθπ
µ

drdrme
mn

22 sin ℓ
ℏ

−= )( θrdrddS =

(2)氢原子的磁矩为

∫ ∫ ∫
∞
−==

π
θθψπ

µ0 0

22  sin drdrmedMM mnℓ
ℏ

∫ ∫
∞

⋅−=
π

θθψπ
µ 0 0

22  sin2
2

drdrme
mnℓ

ℏ

ϕθθψ
µ

π π
ddrdrme

mn∫ ∫ ∫
∞

−=
2

0 0 0

22  sin
2 ℓ
ℏ

µµµµ2222
mmmmeeeeℏ

−−−−==== ))))((((SISISISI

在CGSCGSCGSCGS 单位制中
c
meM
µ2
ℏ

−==

原子磁矩与角动量之比为
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)(     
2

SIe
L
M

L
M

zz

z

µ
−==

)(      
2

CGS
c
e

L
M

z

z

µ
−= #

3.5 一刚性转子转动惯量为 I，它的能量的经典表示式是
IIII
LLLLHHHH
2222

2222

==== ，L 为角动量，

求与此对应的量子体系在下列情况下的定态能量及波函数：

(1) 转子绕一固定轴转动：

(2) 转子绕一固定点转动：

解：(1)设该固定轴沿 Z 轴方向，则有

22222222
ZZZZLLLLLLLL ====

哈米顿算符
2222

22222222
2222

2222
ˆ̂̂̂

2222
1111ˆ̂̂̂

ϕϕϕϕdddd
dddd

IIII
LLLL

IIII
HHHH ZZZZ

ℏ
−−−−========

其本征方程为 ( tH与ˆ 无关，属定态问题)

))))((((
2222))))((((

                                            

))))(((())))((((
2222

22222222

2222

2222

22222222

ϕϕϕϕφφφφ
ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕφφφφ

ϕϕϕϕφφφφϕϕϕϕφφφφ
ϕϕϕϕ

ℏ

ℏ

IEIEIEIE
dddd
dddd

EEEE
dddd
dddd

IIII

−−−−====

====−−−−

令
2222

2222 2222
ℏ
IEIEIEIE

mmmm ==== ，则

0)()(  2
2

2

=+ ϕφ
ϕ
ϕφ m

d
d

取其解为 ϕϕϕϕϕϕϕϕφφφφ imimimimAeAeAeAe====))))(((( (mmmm可正可负可为零)

由波函数的单值性，应有

ϕϕϕϕππππϕϕϕϕϕϕϕϕφφφφππππϕϕϕϕφφφφ imimimimimimimim eeeeeeee ====⇒⇒⇒⇒====++++ ++++ ))))2222(((())))(((())))2222((((

即 11112222 ====ππππmmmmiiiieeee

∴m= 0，±1，±2，…

转子的定态能量为
IIII

mmmmEEEEmmmm 2222

22222222ℏ
==== (m= 0，±1，±2，…)

可见能量只能取一系列分立值，构成分立谱。 定态波函数为

ϕϕϕϕφφφφ imimimim
mmmm AeAeAeAe====
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A 为归一化常数，由归一化条件

π

πϕϕφφ
ππ

2
1

21        22

0

22

0

*

=⇒

=== ∫∫

A

AdAdmm

∴ 转子的归一化波函数为

ϕ

π
φ im
m e

2
1

=

综上所述，除 m=0 外，能级是二重简并的。

(2)取固定点为坐标原点，则转子的哈米顿算符为

2222ˆ̂̂̂
2222
1111ˆ̂̂̂ LLLL
IIII

HHHH ====

ttttHHHH与ˆ̂̂̂ 无关，属定态问题，其本征方程为

)))),,,,(((()))),,,,((((ˆ̂̂̂
2222
1111 2222 ϕϕϕϕθθθθϕϕϕϕθθθθ EYEYEYEYYYYYLLLL
IIII

====

(式中 )))),,,,(((( ϕϕϕϕθθθθYYYY 设为HHHĤ̂̂̂ 的本征函数，EEEE为其本征值)

)))),,,,((((2222)))),,,,((((ˆ̂̂̂2222 ϕϕϕϕθθθθϕϕϕϕθθθθ IEYIEYIEYIEYYYYYLLLL ====

令 22222222 ℏλλλλ====IEIEIEIE ，则有

)))),,,,(((()))),,,,((((ˆ̂̂̂ 22222222 ϕϕϕϕθθθθλλλλϕϕϕϕθθθθ YYYYYYYYLLLL ℏ====

此即为角动量 2222ˆ̂̂̂LLLL 的本征方程，其本征值为

))))    ,,,,2222    ,,,,1111        ,,,,0000((((                        ))))1111(((( 222222222222 ⋯ℓℏℓℓℏ ====++++======== λλλλLLLL

其波函数为球谐函数 ϕϕϕϕθθθθϕϕϕϕθθθθ imimimimmmmm
mmmmmmmm eeeePPPPNNNNYYYY ))))(cos(cos(cos(cos)))),,,,(((( ℓℓℓ ====

∴ 转子的定态能量为

 
2

)1( 2

I
E ℏℓℓ
ℓ

+
=

可见，能量是分立的，且是 ))))11112222(((( ++++ℓ 重简并的。

#

3.6 设 t=0 时，粒子的状态为
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]]]]coscoscoscos[sin[sin[sin[sin))))(((( 2222
11112222 kxkxkxkxkxkxkxkxAAAAxxxx ++++====ψψψψ

求此时粒子的平均动量和平均动能。

解： ]cos)2cos1([]cos[sin)( 2
1

2
1

2
12 kxkxAkxkxAx +−=+=ψ

]]]]coscoscoscos2222coscoscoscos1111[[[[
2222

kxkxkxkxkxkxkxkx
AAAA

++++−−−−====

)])])])](((())))((((1111[[[[
2222 2222

111122222222
2222
1111 ikxikxikxikxikxikxikxikxkxkxkxkxiiiikxkxkxkxiiii eeeeeeeeeeeeeeeeAAAA −−−−−−−− ++++++++−−−−−−−−====

ℏ
ℏ

ππππ
ππππ

2222
1111]]]][[[[

2222
2222

2222
1111

2222
11112222

2222
11112222

2222
11110000 ⋅⋅⋅⋅++++++++−−−−−−−−==== −−−−−−−− ikxikxikxikxikxikxikxikxkxkxkxkxiiiikxkxkxkxiiiixxxxiiii eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeAAAA

可见，动量 nnnnpppp 的可能值为 ℏℏℏℏ kkkk −−                         2             2         0

动能
µµµµ2222

2222
nnnnpppp 的可能值为

µµµµ 2
        

2
       2        2      0

22222222 ℏℏℏℏ kkkk

对 应 的 几 率 nω 应 为

ℏπ2)
16

          
16

           
16

          
16

         
4

(
22222

⋅
AAAAA

ℏπ2)
8
1              

8
1              

8
1              

8
1            

2
1( A⋅

上述的 A 为归一化常数，可由归一化条件，得

ℏℏ ππππππππωωωω 2222
2222

2222))))
16161616

4444
4444

((((1111
222222222222

⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅××××++++========∑∑∑∑ AAAAAAAAAAAA
nnnn

nnnn

∴ ℏππππ////1111====AAAA

∴ 动量 pppp的平均值为

02
16

2
16

2
16

22
16

20
2222

=⋅×−⋅×+⋅×−⋅×+=

=∑

ℏℏℏℏℏℏℏℏ ππππ

ω

A
k

A
k

A
k

A
k

pp
n

nn

∑==
n

n
nppT ω
µµ 22

22
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2
8
1

2
2

8
120

2222

××+×⋅+=
µµ
ℏℏ kk

µµµµ8888
5555 22222222ℏkkkk

====

#

3.7 一维运动粒子的状态是

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

<<<<
≥≥≥≥

====
−−−−

0000                                                ,,,,0000            
0000                ,,,,

))))((((
xxxx
xxxxAxeAxeAxeAxe

xxxx
xxxx

当

当λλλλ

ψψψψ

其中 0000>>>>λλλλ ，求：
(1)粒子动量的几率分布函数；
(2)粒子的平均动量。

解：(1)先求归一化常数，由

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
========

0000

2222222222222222))))((((1111 dxdxdxdxeeeexxxxAAAAdxdxdxdxxxxx xxxxλλλλψψψψ

2222
33334444

1111 AAAA
λλλλ

====

∴ 2222////33332222λλλλ====AAAA

xxxxxexexexexxxx λλλλλλλλψψψψ 22222222////33332222))))(((( −−−−==== ))))0000(((( ≥≥≥≥xxxx

0000))))(((( ====xxxxψψψψ ))))0000(((( <<<<xxxx

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

++++−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−− ⋅⋅⋅⋅======== dxdxdxdxxxxxxexexexedxdxdxdxxxxxeeeeppppcccc xxxxikikikikikxikxikxikx ))))((((2222))))
2222
1111(((())))((((

2222
1111))))(((( ))))((((2222////33332222////1111 ψψψψλλλλ

ππππ
ψψψψ

ππππ
λλλλ

ℏℏ

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

++++−−−−∞∞∞∞++++−−−−

++++
++++

++++
−−−−==== dxdxdxdxeeee

ikikikik
eeee

ikikikik
xxxx xxxxikikikikxxxxikikikik ))))((((

0000

))))((((2222////1111
3333 1111[[[[))))

2222
2222(((( λλλλλλλλ

λλλλλλλλππππ
λλλλ
ℏ

2222

2222////1111
3333

2222
2222////1111

3333

))))((((

1111))))
2222
2222((((

))))((((
))))

2222
2222((((

ℏ
ℏℏ ppppiiiiikikikik

xxxx

++++
========

++++
====

λλλλππππ
λλλλ

λλλλππππ
λλλλ

动量几率分布函数为

2222222222222222

33333333

2222
2222

2222
2222

3333
2222

))))((((
11112222

))))((((

11112222))))(((())))((((
pppppppp

ppppccccpppp
++++

====
++++

========
λλλλππππ

λλλλ

λλλλ
ππππ
λλλλωωωω

ℏ
ℏ

ℏ
ℏ

(2) ∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
−−−−======== dxdxdxdxeeee

dxdxdxdx
dddd

xexexexeiiiidxdxdxdxxxxxppppxxxxpppp xxxxxxxx ))))((((4444))))((((ˆ̂̂̂))))(((( 3333**** λλλλλλλλλλλλψψψψψψψψ ℏ
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∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxxxxxiiii xxxxλλλλλλλλλλλλ 22223333 ))))1111((((4444 ℏℏ

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxxxxxiiii xxxxλλλλλλλλλλλλ 222222223333 ))))((((4444 ℏℏ

))))
4444

1111
4444
1111((((4444

22222222
3333

λλλλλλλλ
λλλλ −−−−−−−−==== ℏℏiiii

0000====
#

3.8.在一维无限深势阱中运动的粒子，势阱的宽度为aaaa，如果粒子的状态由波函

数

))))(((())))(((( xxxxaaaaAxAxAxAxxxxx −−−−====ψψψψ

描写，A 为归一化常数，求粒子的几率分布和能量的平均值。

解：由波函数 ))))((((xxxxψψψψ 的形式可知一维无限深势阱的分布如图示。粒子能量

的本征函数和本征值为

⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥≤≤≤≤

≤≤≤≤≤≤≤≤

aaaaxxxxxxxx

aaaaxxxxxxxx
aaaa
nnnn

aaaaxxxx
                        ,,,,0000                                                                ,,,,0000                            

0000                    ,,,,sinsinsinsin2222
))))((((

ππππ
ψψψψ

2222

222222222222

2222 aaaa
nnnnEEEEnnnn µµµµ
ππππ ℏ

==== ))))        3333    2222    1111(((( ⋯，，，====nnnn

动量的几率分布函数为
2222))))(((( nnnnCCCCEEEE ====ωωωω

∫∫∫∫∫∫∫∫ ========
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

aaaa

nnnn dxdxdxdxxxxxxxxx
aaaa
nnnn

dxdxdxdxxxxxxxxxCCCC
0000

**** ))))((((sinsinsinsin))))(((())))(((( ψψψψ
ππππ

ψψψψψψψψ

先把 ))))((((xxxxψψψψ 归一化，由归一化条件，

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++−−−−====−−−−========
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

aaaaaaaa
dxdxdxdxxxxxaxaxaxaxaaaaxxxxAAAAdxdxdxdxxxxxaaaaxxxxAAAAdxdxdxdxxxxx

0000

2222222222222222

0000

222222222222 ))))2222(((())))(((())))((((1111 ψψψψ

∫∫∫∫ ++++−−−−====
aaaa

dxdxdxdxxxxxaxaxaxaxxxxxaaaaAAAA
0000

44443333222222222222 ))))2222((((

30303030
))))

555522223333
((((

5555
2222

555555555555
2222 aaaaAAAAaaaaaaaaaaaaAAAA ====++++−−−−====

∴ 5555

30303030
aaaa

AAAA ====

∴ ∫∫∫∫ −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====
aaaa

nnnn dxdxdxdxxxxxaaaaxxxxxxxx
aaaa
nnnn

aaaaaaaa
CCCC

0000 5555 ))))((((sinsinsinsin
303030302222 ππππ
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]]]]sinsinsinsinsinsinsinsin[[[[151515152222
0000

2222

00003333
xxxxxdxdxdxd

aaaa
nnnnxxxxxxxxxdxdxdxd

aaaa
nnnnxxxxaaaa

aaaa
aaaaaaaa

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−====
ππππππππ

aaaa

xxxx
aaaa
nnnn

nnnn
aaaa

xxxx
aaaa
nnnn

xxxx
nnnn
aaaa

xxxx
aaaa
nnnnxxxx

nnnn
aaaaxxxx

aaaa
nnnn

nnnn
aaaaxxxx

aaaa
nnnnxxxx

nnnn
aaaa

aaaa

0000
33333333

3333

22222222

2222

2222
22222222

33332222

3333

]]]]coscoscoscos
2222

sinsinsinsin
2222

                        

coscoscoscossinsinsinsincoscoscoscos[[[[151515152222

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

−−−−−−−−

++++++++−−−−====

]]]]))))1111((((1111[[[[
151515154444

33333333
nnnn

nnnn
−−−−−−−−====

ππππ

∴ 2222
66666666

2222 ]]]]))))1111((((1111[[[[
240240240240

))))(((( nnnn
nnnn nnnn

CCCCEEEE −−−−−−−−========
ππππ

ωωωω

⎪⎪⎪⎪⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

====

====
====

⋯

⋯

        ,,,,6666        ,,,,4444        ,,,,22220000                            

        5555        3333        1111960960960960
66666666

nnnn

nnnn
nnnn

，

，，，，
ππππ

∫∫∫∫∫∫∫∫ ========
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

aaaa
dxdxdxdxxxxx

pppp
xxxxdxdxdxdxxxxxHHHHxxxxEEEE

0000

2222

))))((((
2222
ˆ̂̂̂

))))(((())))((((ˆ̂̂̂))))(((( ψψψψ
µµµµ

ψψψψψψψψψψψψ

∫∫∫∫ −−−−−−−−⋅⋅⋅⋅−−−−====
aaaa

dxdxdxdxaaaaxxxxxxxx
dxdxdxdx
ddddaaaaxxxxxxxx

aaaa0000 2222

22222222

5555
)])])])]((((

2222
[[[[))))((((30303030

µµµµ
ℏ

))))
33332222

((((30303030))))((((30303030 33333333

5555

2222

00005555

2222 aaaaaaaa
aaaa

dxdxdxdxaaaaxxxxxxxx
aaaa

aaaa
−−−−====−−−−==== ∫∫∫∫ µµµµµµµµ

ℏℏ

2222

22225555
aaaaµµµµ
ℏ

====

3.9.设氢原子处于状态

)))),,,,(((())))((((
2222
3333)))),,,,(((())))((((

2222
1111)))),,,,,,,,(((( 11111111212121211010101021212121 ϕϕϕϕθθθθϕϕϕϕθθθθϕϕϕϕθθθθψψψψ −−−−−−−−==== YYYYrrrrRRRRYYYYrrrrRRRRrrrr

求氢原子能量、角动量平方及角动量 Z 分量的可能值，这些可能值出现的几率

和这些力学量的平均值。

解：在此能量中，氢原子能量有确定值

2222

2222

22222222

2222

2222 88882222 ℏℏ
ssssssss eeee

nnnn
eeee

EEEE
µµµµµµµµ

−−−−====−−−−==== ))))2222(((( ====nnnn

角动量平方有确定值为

222222222222 2222))))1111(((( ℏℏℓℓ ====++++====LLLL ))))1111(((( ====ℓ
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角动量 Z 分量的可能值为

00001111 ====ZZZZLLLL ℏ−−−−====2222ZZZZLLLL

其相应的几率分别为

4444
1111
，

4444
3333

其平均值为

ℏℏ
4444
3333

4444
33330000

4444
1111

−−−−====××××−−−−××××====ZZZZLLLL

3.10 一粒子在硬壁球形空腔中运动，势能为

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

<<<<
≥≥≥≥∞∞∞∞

====
aaaarrrr
aaaarrrr

rrrrUUUU
                    ,,,,0000

;;;;                ,,,,
))))((((

求粒子的能级和定态函数。

解：据题意，在 aaaarrrr ≥≥≥≥ 的区域， ∞∞∞∞====))))((((rrrrUUUU ，所以粒子不可能运动到这一区

域，即在这区域粒子的波函数

0000====ψψψψ ( aaaarrrr ≥≥≥≥ )

由于在 aaaarrrr <<<< 的区域内， 0000))))(((( ====rrrrUUUU 。只求角动量为零的情况，即 0000====ℓ ，这时在

各个方向发现粒子的几率是相同的。即粒子的几率分布与角度 ϕϕϕϕθθθθ、 无关，是各

向同性的，因此，粒子的波函数只与 rrrr有关，而与 ϕϕϕϕθθθθ、 无关。设为 ))))((((rrrrψψψψ ，则粒

子的能量的本征方程为

ψψψψ
ψψψψ

µµµµ
EEEE

drdrdrdr
dddd

rrrr
drdrdrdr
dddd

rrrr
====−−−− ))))((((

1111
2222

2222
2222ℏ

令
2222

2222 2222
                    ,,,,))))((((

ℏ
EEEE

kkkkrErErErErrrrUUUU
µµµµ

ψψψψ ======== ，得

00002222
2222

2222

====++++ uuuukkkk
drdrdrdr
uuuudddd

其通解为

krkrkrkr
rrrr
BBBBkrkrkrkr

rrrr
AAAArrrr

krkrkrkrBBBBkrkrkrkrAAAArrrruuuu

sinsinsinsincoscoscoscos))))((((

sinsinsinsincoscoscoscos))))((((                    

++++====−−−−∴∴∴∴

++++====

ψψψψ

波函数的有限性条件知， ====))))0000((((ψψψψ 有限，则
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A = 0

∴ krkrkrkr
rrrr
BBBB

rrrr sinsinsinsin))))(((( ====ψψψψ

由波函数的连续性条件，有

0000sinsinsinsin                        0000))))(((( ====⇒⇒⇒⇒==== kakakaka
aaaa
BBBB

aaaaψψψψ

∵ 0000≠≠≠≠BBBB ∴ )))),,,,2222,,,,1111((((                                ⋯======== nnnnnnnnkakakaka ππππ

                    
    

aaaa
nnnn

kkkk
ππππ

====

∴
2222

22222222

2222
2222
aaaa

nnnnEEEEnnnn µµµµ
ππππ ℏ

====

rrrr
aaaa
nnnn

rrrr
BBBB

rrrr
ππππ

ψψψψ sinsinsinsin))))(((( ====

其中 B 为归一化，由归一化条件得

2222

0000

22222222

0000

22222222

00000000

    2222sinsinsinsin4444

    sinsinsinsin))))((((1111

aBaBaBaBrdrrdrrdrrdr
aaaa
nnnn

BBBB

drdrdrdrrrrrrrrrdddddddd
aaaa

aaaa

ππππ
ππππ

ππππ

θθθθψψψψϕϕϕϕθθθθ
ππππππππ

====⋅⋅⋅⋅====

============

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∴
aaaa

BBBB
    2222

1111
ππππ

====

∴ 归一化的波函数

rrrr

rrrr
aaaa
nnnn

aaaa
rrrr

ππππ

ππππ
ψψψψ

sinsinsinsin

    2222
1111

))))(((( ====

####

3.11. 求第 3.6 题中粒子位置和动量的测不准关系 ?)()( 22 =∆⋅∆ px

解： 0=p

222

4
5 2 ℏkTp == µ

0]cos
2
1[sin 222 =+= ∫

∞

∞−
dxkxkxxAx

∞=+= ∫
∞

∞−
dxkxkxxAx 22222 ]cos

2
1

[sin



39

∞=−=−=∆⋅∆ )()()()(
222222 ppxxpx

3.12 粒子处于状态

]]]]
4444

exp[exp[exp[exp[))))
2222

1111(((())))((((
2222

2222

0000
2222////1111

2222 ξξξξπξπξπξπξ
ψψψψ xxxxxxxxppppiiiixxxx −−−−====

ℏ

式中ξξξξ为常量。当粒子的动量平均值，并计算测不准关系 ????))))(((())))(((( 22222222 ====⋅⋅⋅⋅ ppppxxxx ∆∆∆∆∆∆∆∆

解：①先把 ))))(((( xxxxψψψψ 归一化，由归一化条件，得

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−

======== ))))
2222

((((
2222

1111
2222

1111
1111 2222

))))
2222

((((        

2222

2222
        

2222

2222
22222222

2222

ξξξξππππξξξξπξπξπξπξ
ξξξξξξξξ xxxx

ddddeeeedxdxdxdxeeee
xxxxxxxx

2222////1111
22222222

))))
2222

1111((((
2222

1111
πξπξπξπξ

ππππ
ππππξξξξ

========

∴
ππππ

ξξξξ
2222
11112222 ==== /

∴ 是归一化的

]]]]
2222

exp[exp[exp[exp[))))(((( 2222
0000 xxxxxxxxpppp

iiii
xxxx

ππππ
ψψψψ −−−−====

ℏ

② 动量平均值为

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
−−−−−−−−====−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxppppiiiieeeeiiiidxdxdxdx

dxdxdxdx
ddddiiiipppp

xxxxxxxxppppi
iiixxxxxxxxppppi

iii 2222
0000

2222
0000 2222

            

0000
2222

                
))))            (((())))((((****

ππππππππ

ππππψψψψψψψψ ℏℏ

ℏ
ℏℏ

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxppppiiiiiiii xxxx 2222    
0000 ))))            (((( ππππππππ

ℏ
ℏ

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−− ++++==== dxdxdxdxxexexexeiiiidxdxdxdxeeeepppp xxxxxxxx 22222222         
0000     ππππππππ ππππ ℏ

0000pppp====

③ ????))))(((())))(((( 22222222 ====⋅⋅⋅⋅ ppppxxxx ∆∆∆∆∆∆∆∆

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
======== dxdxdxdxxexexexedxdxdxdxxxxxxxxx xxxx 2222    **** ππππψψψψψψψψ （奇被积函数）

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−− ++++−−−−======== dxdxdxdxeeeeeeeexxxxdxdxdxdxeeeexxxxxxxx xxxxxxxxxxxx 222222222222         22222222

2222
1111

2222
1111 ππππππππππππ

ππππππππ

ππππ2222
1111

−−−−====
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∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
−−−−====−−−−==== dxdxdxdxeeee

dxdxdxdx
ddddeeeedxdxdxdx

dxdxdxdx
ddddpppp

xxxxxxxxppppi
iiixxxxxxxxppppi

iii

        ****
2222

0000
2222

0000
2222        2222

2222
22222222 ππππππππ

ψψψψψψψψ ℏℏℏℏ

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−− −−−−++++++++==== dxdxdxdxeeeexxxxdxdxdxdxxexexexeppppiiii
pppp xxxxxxxx     2222))))((((

22222222 222222222222
0000

2222
00002222 ππππππππ ππππππππππππ ℏℏ
ℏ

ℏ

))))
2222

((((
2222
1111))))((((0000))))(((( 2222

0000
222222222222

2222
00002222 pppp
pppp

++++====−−−−++++++++++++==== ℏℏ
ℏ

ℏ ππππ
ππππ

ππππππππ

ππππ
∆∆∆∆

2222
1111))))((((

222222222222 ====−−−−==== xxxxxxxxxxxx

22222222
0000

2222
0000

2222222222222222

2222
))))

2222
(((())))(((( ℏℏ

ππππππππ
∆∆∆∆ ====−−−−++++====−−−−==== pppppppppppppppppppp

2222222222222222

4444
1111

22222222
1111

))))(((())))(((( ℏℏ ====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅
ππππ

ππππ
∆∆∆∆∆∆∆∆ ppppxxxx

#
3.13 利用测不准关系估计氢原子的基态能量。

解：设氢原子基态的最概然半径为 R，则原子半径的不确定范围可近似取为

Rr ≈∆
由测不准关系

4
)()(

2
22 ℏ
≥∆⋅∆ pr

得
2

2
2

4
)(

R
p ℏ

≥∆

对于氢原子，基态波函数为偶宇称，而动量算符 p�为奇宇称，所以

0=p

又有 222)( ppp −=∆

所以
2

2
22

4
)(

R
pp ℏ

≥∆=

可近似取
2

2
2

R
p ℏ

≈

能量平均值为
r
ePE s

22

2
−=

µ
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作为数量级估算可近似取
R
e

r
e ss

22

≈

则有
R
e

R
E s

2

2

2

2
−≈

µ
ℏ

基态能量应取E的极小值，由

0
2

2

3

2

=+−=
∂
∂

R
e

RR
E s

µ
ℏ

得
2

2

se
R

µ
ℏ

=

代入E，得到基态能量为
2

4

min 2ℏ
seE

µ
−=

补充练习题二

1．试以基态氢原子为例证明： UUUUTTTT ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂或不是ψψψψ 的本征函数，而是 UUUUTTTT ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ++++ 的本征函数。

))))
    1111((((                                                                        2222))))1111((((

4444
1111

2222

2222

0000

////2222////3333

0000
100100100100

0000

ℏ
ssssaaaarrrr eeee

aaaa
eeee

aaaa
µµµµ

ππππ
ψψψψ ======== −−−−解：

100100100100

100100100100
0000

2222
0000

2222
////

0000
2222
0000

2222////3333

0000

2222

////2222
2222

2222////3333

0000

2222

1001001001002222
2222

2222

100100100100

2222

2222

2222

2222
2222

2222

2222

                                

))))
22221111

((((
2222

))))
22221111

(((())))
1111

((((
1111

2222
                                    

))))((((1111))))1111((((1111
2222

                                        

))))((((1111
2222

ˆ̂̂̂

ˆ̂̂̂

]]]]
sinsinsinsin

1111))))(sin(sin(sin(sin
sinsinsinsin

1111))))(((([[[[1111
2222

ˆ̂̂̂

0000

0000

ψψψψ

ψψψψ
µµµµππππµµµµ

ππππµµµµ

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ

ϕϕϕϕθθθθθθθθ
θθθθ

θθθθµµµµ

××××≠≠≠≠

−−−−−−−−====−−−−−−−−====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

∂∂∂∂
∂∂∂∂

⋅⋅⋅⋅−−−−====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====

−−−−====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

++++
∂∂∂∂
∂∂∂∂

++++
∂∂∂∂
∂∂∂∂

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−====

−−−−

−−−−

常数

rrrraaaaaaaa
eeee

rrrraaaaaaaaaaaa

eeee
rrrr

rrrr
rrrrrrrraaaa

rrrr
rrrr

rrrrrrrr
TTTT

rrrr
eeee

UUUU

rrrr
rrrr

rrrrrrrr
TTTT

aaaarrrr

aaaarrrr

ssss

ℏℏ

ℏ

ℏ

ℏ

的本征函数不是TTTT̂̂̂̂100100100100ψψψψ

100100100100

2222

100100100100
ˆ̂̂̂ ψψψψψψψψ

rrrr
eeee

UUUU ssss−−−−====
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可见， 的本征函数不是UUUÛ̂̂̂100100100100ψψψψ

1001001001002222
0000

2222

100100100100
0000

2222

100100100100
0000

2222

1001001001002222
0000

2222

100100100100

2222
////

0000
2222
0000

2222////3333

0000

2222

100100100100

1111
2222

                                                                                                                    

1111
2222

                                                                                                                    

))))22221111(((())))1111((((1111
2222

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((                    0000

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ
µµµµ

ψψψψ
ππππµµµµ

ψψψψ

aaaa

rrrraaaarrrraaaaaaaa

rrrr
eeee

eeee
rrrraaaaaaaaaaaa

UUUUTTTT ssssaaaarrrr

ℏ

ℏℏℏ

ℏ

−−−−====

−−−−++++−−−−====

−−−−−−−−−−−−====++++ −−−−而

可见， 100100100100ψψψψ 是 ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂(((( UUUUTTTT ++++ 的本征函数。

2．证明： ℏℏ ±±±±======== LLLLLLLL ，6666 的氢原子中的电子，在 °°°°°°°°==== 135135135135    45454545 和θθθθ 的方向上被发

现的几率最大。

解： ΩΩΩΩΩΩΩΩϕϕϕϕθθθθ ddddYYYYddddWWWW mmmmmmmm
2222)))),,,,(((( ℓℓ∵ ====

∴
2222)))),,,,(((( mmmmmmmm YYYYWWWW ℓℓ ====ϕϕϕϕθθθθ

ℏℏ ±±±±======== LLLLLLLL ，6666 的电子，其 1111            ,,,,2222 ±±±±======== mmmmℓ

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

θθθθθθθθ
ππππ

ϕϕϕϕθθθθ

θθθθθθθθ
ππππ

ϕϕϕϕθθθθ

iiii

iiii

eeeeYYYY

eeeeYYYY

−−−−
−−−− −−−−====

−−−−====

    coscoscoscossinsinsinsin
8888
15151515)))),,,,((((                

    coscoscoscossinsinsinsin
8888
15151515

)))),,,,((((        

11112222

21212121∵

∴ θθθθ
ππππ

θθθθθθθθ
ππππ

ϕϕϕϕθθθθ 2222sinsinsinsin
32323232
15151515

coscoscoscossinsinsinsin
8888
15151515

)))),,,,(((( 2222222222222222
11112222 ============±±±± mmmmYYYYWWWW ℓ

当 °°°°°°°°==== 135135135135    45454545 和θθθθ 时

ππππ32323232
15151515

11112222 ====±±±±WWWW 为最大值。即在 °°°°====°°°°==== 13513513513545454545 θθθθθθθθ ， 方向发现电子的几率最大。

在其它方向发现电子的几率密度均在0000～
ππππ32323232

15151515
之间。

3．试证明：处于 1s，2p 和 3d 态的氢原子的电子在离原子核的距离分别为

000000000000 99994444 aaaaaaaaaaaa 和、 的球壳内被发现的几率最大( 0000aaaa 为第一玻尔轨道半径 )。

证：①对 1s 态， 0000////2222////3333

0000
10101010 ))))

1111
((((                ,,,,0000                ,,,,1111 aaaarrrreeee
aaaa

RRRRnnnn −−−−============ ℓ
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0000

0000

////22222222

0000

3333

0000

10101010

////222222223333

0000

2222
10101010

2222
10101010

))))22222222((((4444))))1111((((

4444))))
1111

(((())))(((())))((((

aaaarrrr

aaaarrrr

eeeerrrr
aaaa

rrrr
aaaarrrr

WWWW

eeeerrrr
aaaa

rrrrRRRRrrrrrrrrWWWW

−−−−

−−−−

−−−−====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

========

令 000010101010 ====
∂∂∂∂

∂∂∂∂
rrrr
WWWW

0000333322221111                 ,,,,                ,,,,0000 aaaarrrrrrrrrrrr ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒

易见 ，当 0000        ,,,,0000 1010101022221111 ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒ WWWWrrrrrrrr 时， 不是最大值。

2222

0000
000010101010

4444
))))(((( −−−−==== eeee

aaaa
aaaaWWWW 为最大值，所以处于 1s 态的电子在 0000    aaaarrrr ==== 处被发现的几率最

大。

②对 2p 态的电子 00002222////

0000

2222////3333

0000
21212121 3333

))))
2222
1111

((((                ,,,,1111                ,,,,2222 aaaarrrreeee
aaaa
rrrr

aaaa
RRRRnnnn −−−−============ ℓ

0000

0000

////

0000

3333
5555
0000

21212121

////2222
2222
0000

4444
3333

0000

2222
21212121

2222
21212121

))))4444((((
24242424

1111
3333

))))
2222
1111

(((())))((((

aaaarrrr

aaaarrrr

eeee
aaaa
rrrr

rrrr
aaaarrrr

WWWW

eeeerrrr
aaaa
rrrr

aaaa
RRRRrrrrrrrrWWWW

−−−−

−−−−

−−−−====
∂∂∂∂

∂∂∂∂

========

令 000021212121 ====
∂∂∂∂

∂∂∂∂
rrrr
WWWW

0000333322221111 4444                ,,,,                ,,,,0000 aaaarrrrrrrrrrrr ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒

易见 ，当 0000        ,,,,0000 2121212122221111 ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒ WWWWrrrrrrrr 时， 为最小值。

0000////
2222
0000

2222

0000

2222
5555
0000

2222
21212121

2222

))))888812121212((((
24242424

1111 aaaarrrreeee
aaaa
rrrr

aaaa
rrrrrrrr

aaaarrrr
WWWW −−−−++++−−−−====
∂∂∂∂
∂∂∂∂

0000
3333
8888))))161616163232323212121212((((16161616

24242424
1111 4444

3333
0000

44442222
00005555

00004444
2222
21212121

2222

0000

<<<<−−−−====++++−−−−××××====
∂∂∂∂
∂∂∂∂ −−−−−−−−

====

eeee
aaaa

eeeeaaaa
aaaarrrr

WWWW

aaaarrrr

∴ 00004444aaaarrrr ==== 为几率最大位置，即在 00004444aaaarrrr ==== 的球壳内发现球态的电子的几率最

大。

③对于 3d 态的电子 00003333////2222

0000

2222////3333

0000
32323232 ))))((((

1515151581818181
1111

))))
2222

((((                ,,,,2222                ,,,,3333 aaaarrrreeee
aaaa
rrrr

aaaa
RRRRnnnn −−−−============ ℓ

0000

0000

3333////2222

0000

5555
7777
0000

2222
32323232

3333////6666
22227777

2222
32323232

2222
32323232

))))
3333
2222

6666((((
1515151581818181

8888
1515151581818181

11111111))))((((

aaaarrrr

aaaarrrr

eeee
aaaa
rrrr

rrrr
aaaarrrr

WWWW

eeeerrrr
aaaa

RRRRrrrrrrrrWWWW

−−−−

−−−−

−−−−
××××

====
∂∂∂∂

∂∂∂∂
××××

========
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令 000032323232 ====
∂∂∂∂

∂∂∂∂
rrrr
WWWW

0000333322221111 9999                ,,,,                ,,,,0000 aaaarrrrrrrrrrrr ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒

易见 ，当 0000        ,,,,0000 3232323222221111 ====∞∞∞∞========⇒⇒⇒⇒ WWWWrrrrrrrr 时， 为几率最小位置。

00003333////2222
2222
0000

6666

0000

5555
2222

7777
0000

22222222
32323232

2222

))))
9999
2222444415151515((((

1515151581818181
16161616 aaaarrrreeee

aaaa
rrrr

aaaa
rrrrrrrr

aaaarrrr
WWWW −−−−++++−−−−

××××
====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

0000
5555
16161616                                                                            

))))
9999
8181818122223636363615151515(((())))9999((((

1515151581818181
1111

6666
3333
0000

6666
2222
0000

2222
0000

0000

00004444
00007777

0000
2222

9999
2222
32323232

2222

0000

<<<<−−−−====

××××
++++−−−−

××××
====

∂∂∂∂
∂∂∂∂

−−−−

−−−−

====

eeee
aaaa

eeee
aaaa
aaaa

aaaa
aaaaaaaa

aaaarrrr
WWWW

aaaarrrr

∴ 00009999aaaarrrr ==== 为几率最大位置，即在 00009999aaaarrrr ==== 的球壳内发现球态的电子的几率最

大。

4. 当无磁场时，在金属中的电子的势能可近似视为

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥
≤≤≤≤

====
))))((((                    0000            ,,,,

))))((((                    0000                ,,,,0000
))))((((

0000 在金属外部

在金属内部

xxxxUUUU
xxxx

xxxxUUUU

其中 00000000 >>>>UUUU ，求电子在均匀场外电场作用下穿过金属表面的透射系数。

解：设电场强度为εεεε，方向沿χ轴负向，则总势能为

))))0000((((                            ))))(((( ≤≤≤≤−−−−==== xxxxxxxxeeeexxxxVVVV εεεε ，

    0000                                                VVVV 0000 ）（）（ ≥≥≥≥−−−−==== xxxxxxxxeeeeUUUUxxxx εεεε

势能曲线如图所示。则透射系数为

]]]]))))    ((((22222222exp[exp[exp[exp[ 1111

2222
0000∫∫∫∫ −−−−−−−−−−−−≈≈≈≈

xxxx

xxxx
dxdxdxdxEEEExxxxeeeeUUUUDDDD εεεεµµµµ

ℏ

式中EEEE为电子能量。 00001111 ====xxxx ， 2222xxxx 由下式确定

0000))))    ((((2222 0000 ====−−−−−−−−==== EEEExxxxeeeeUUUUpppp εεεεµµµµ

∴
εεεεeeee
EEEEUUUU

xxxx
−−−−

==== 0000
2222

令 θθθθ
εεεε

22220000 sinsinsinsin
eeee

EEEEUUUUxxxx −−−−
==== ，则有
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))))((((2222
3333
2222

                        

))))
3333

coscoscoscos(((())))((((22222222                    

    sinsinsinsin2222))))((((2222))))    ((((2222

0000
0000

2222

0000

3333

0000
0000

2222

0000

22220000
00000000

1111

2222

EEEEUUUU
eeee

EEEEUUUU

EEEEUUUU
eeee

EEEEUUUU

dddd
eeee

EEEEUUUU
EEEEUUUUdxdxdxdxEEEExxxxeeeeUUUU

xxxx

xxxx

−−−−
−−−−

====

−−−−−−−−
−−−−

====

−−−−
⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−−−−− ∫∫∫∫∫∫∫∫

µµµµ
εεεε

θθθθµµµµ
εεεε

θθθθθθθθ
εεεε

µµµµεεεεµµµµ

ππππ

ππππ

∴透射系数 ]]]]))))((((2222
3333
2222

exp[exp[exp[exp[ 0000
0000 EEEEUUUU
eeee

EEEEUUUU
DDDD −−−−

−−−−
−−−−≈≈≈≈ µµµµ

εεεεℏ

5．指出下列算符哪个是线性的，说明其理由。

①
2222

2222
22224444
dxdxdxdx
ddddxxxx ； ② [[[[ ]]]] 2222    ； ③ ∑∑∑∑

====

nnnn

KKKK 1111

解：①
2222

2222
22224444
dxdxdxdx
ddddxxxx 是线性算符

22222222

2222
2222

222211112222

2222
2222

1111

222222222222

2222
2222

111111112222

2222
2222

22222222111111112222

2222
2222

44444444                    

))))((((4444))))((((4444))))((((4444            

uuuu
dxdxdxdx
ddddxxxxccccuuuu

dxdxdxdx
ddddxxxxcccc

uuuucccc
dxdxdxdx
ddddxxxxuuuucccc

dxdxdxdx
ddddxxxxuuuuccccuuuucccc

dxdxdxdx
ddddxxxx

⋅⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅⋅====

++++====++++∵

② [[[[ ]]]] 2222    不是线性算符

2222
22222222

2222
11111111

2222
2222

2222
22222222111122221111

2222
1111

2222
1111

2222
2222222211111111

]]]][[[[]]]][[[[                    

2222]]]][[[[            

uuuuccccuuuucccc
uuuuccccuuuuuuuuccccccccuuuuccccuuuuccccuuuucccc

++++≠≠≠≠

++++++++====++++∵

③∑∑∑∑
====

nnnn

KKKK 1111

是线性算符

∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑∑
====================

++++====++++====++++
NNNN

KKKK

NNNN

KKKK

NNNN

KKKK

NNNN

KKKK

nnnn

KKKK

uuuuccccuuuuccccuuuuccccuuuuccccuuuuccccuuuucccc
1111

22222222
1111

11111111
1111

22222222
1111

11111111
1111

2222222211111111

6．指出下列算符哪个是厄米算符，说明其理由。

2222

2222

4444                                                                        
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
ddddiiii

dxdxdxdx
dddd

，，
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不是厄米算符

，，当

解：

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddddxdxdxdx

dxdxdxdx
dddddxdxdxdx

dxdxdxdx
dddd

xxxx

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

            

    ****))))((((                            

    ****))))((((    ****    ****                    

00000000                

    ****    ****    ****            ----

∴∴∴∴

≠≠≠≠

−−−−====−−−−====∴∴∴∴

→→→→→→→→±∞±∞±∞±∞→→→→

−−−−====

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞
∞∞∞∞

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

φφφφψψψψ

φφφφψψψψφφφφψψψψφφφφψψψψ

φφφφψψψψ

φφφφψψψψφφφφψψψψφφφφψψψψ

是厄米算符
dxdxdxdx
dddd

iiii

dxdxdxdx
dxdxdxdx
ddddiiiidxdxdxdx

dxdxdxdx
ddddiiii

dxdxdxdx
dxdxdxdx
ddddiiiiiiiidxdxdxdx

dxdxdxdx
ddddiiii

∴∴∴∴

====−−−−====

−−−−====

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞
∞∞∞∞

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

    ****))))((((    ****))))((((                                        

    ****    ****    ****                    ----

φφφφψψψψφφφφψψψψ

φφφφψψψψφφφφψψψψφφφφψψψψ

是厄米算符2222

2222

2222

2222

2222

2222

2222

2222

----2222

2222

4444

    ****))))4444((((    ****4444                                        

    ****    4444****4444    ****4444                                        

    
****

4444    ****4444    4444****                                

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dddddxdxdxdx

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dddd

dxdxdxdx
dxdxdxdx
dddd

∴∴∴∴

====−−−−====

++++====−−−−====

−−−−====

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

∞∞∞∞
∞∞∞∞

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

φφφφψψψψφφφφψψψψ

φφφφψψψψφφφφψψψψφφφφψψψψ

φφφφψψψψφφφφ
ψψψψφφφφψψψψ

7、下列函数哪些是算符
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数，其本征值是什么？

① 2222xxxx ， ② xxxxeeee ， ③ xxxxsinsinsinsin ， ④ xxxxcoscoscoscos3333 ， ⑤ xxxxxxxx coscoscoscossinsinsinsin ++++

解：① 2222))))(((( 2222
2222

2222

====xxxx
dxdxdxdx
dddd

∴ 2222xxxx 不是
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数。

② xxxxxxxx eeeeeeee
dxdxdxdx
dddd

====
2222

2222

∴ xxxxeeee 不是
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数，其对应的本征值为 1。
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③ xxxxxxxx
dxdxdxdx
ddddxxxx

dxdxdxdx
dddd sinsinsinsin))))(cos(cos(cos(cos))))(sin(sin(sin(sin

2222

2222

−−−−========

∴ 可见， xxxxsinsinsinsin 是
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数，其对应的本征值为－1。

④ ))))coscoscoscos3333((((coscoscoscos3333))))sinsinsinsin3333(((())))coscoscoscos3333((((
2222

2222

xxxxxxxxxxxx
dxdxdxdx
ddddxxxx

dxdxdxdx
dddd

−−−−−−−−====−−−−====

∴ xxxxcoscoscoscos3333 是
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数，其对应的本征值为－1。

⑤

))))coscoscoscos(sin(sin(sin(sin

coscoscoscossinsinsinsinsinsinsinsin(cos(cos(cos(cos))))coscoscoscos(sin(sin(sin(sin
2222

2222

xxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxx
dxdxdxdx
ddddxxxxxxxx

dxdxdxdx
dddd

++++−−−−====

−−−−−−−−====−−−−====++++ ）

∴ xxxxxxxx coscoscoscossinsinsinsin ++++ 是
2222

2222

dxdxdxdx
dddd

的本征函数，其对应的本征值为－1。

8、试求算符
dxdxdxdx
dddd

ieieieieFFFF ixixixix−−−−====ˆ̂̂̂ 的本征函数。

解：FFFF̂̂̂̂的本征方程为

φφφφφφφφ FFFFFFFF ====ˆ̂̂̂

cccc
dxdxdxdx
ddddFeFeFeFe

dxdxdxdx
ddddFeFeFeFedddd

dxdxdxdx
ddddFeFeFeFedddddxdxdxdxiFeiFeiFeiFedddd

FFFF
dxdxdxdx
ddddieieieie

ixixixix

ixixixixixixixixixixixix

ixixixix

lnlnlnlnlnlnlnln

))))(((())))((((

                            

++++−−−−====

−−−−====−−−−========

====−−−−

φφφφ

φφφφ
φφφφ

φφφφ即

ixixixixFeFeFeFecececece
−−−−−−−−====φφφφ （ FFFFFFFF是ˆ̂̂̂ 的本征值）

9、如果把坐标原点取在一维无限深势阱的中心，求阱中粒子的波函数和能级的

表达式。

解：

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥∞∞∞∞

≤≤≤≤
====

2222
                    ,,,,

2222
                        ,,,,0000

))))((((
aaaa

xxxx

aaaa
xxxx

xxxxUUUU
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方程（分区域）：

Ⅰ ： ∞∞∞∞====))))((((xxxxUUUU ∴ 0000))))(((( ====xxxxIIIIψψψψ

))))
2222

(((( aaaaxxxx −−−−≤≤≤≤

Ⅲ： ∞∞∞∞====))))((((xxxxUUUU ∴ 0000))))(((( ====xxxxIIIIIIIIIIIIψψψψ ))))
2222

((((
aaaa

xxxx ≥≥≥≥

Ⅱ： IIIIIIII
IIIIIIII EEEE

dxdxdxdx
dddd

ψψψψ
ψψψψ

µµµµ
====−−−− 2222

22222222

2222
ℏ

00002222
22222222

2222

====++++ IIIIIIII
IIIIIIII EEEE

dxdxdxdx
dddd

ψψψψµµµµψψψψ
ℏ

令
2222

2222 2222
ℏ
EEEE

kkkk
µµµµ

====

00002222
2222

2222

====++++ IIIIIIII
IIIIIIII kkkk

dxdxdxdx
dddd

ψψψψ
ψψψψ

))))sin(sin(sin(sin( δδδδψψψψ ++++==== kxkxkxkxAAAAIIIIIIII

标准条件：
⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

====

−−−−====−−−−

))))
2222

(((())))
2222

((((

))))
2222

(((())))
2222

((((

aaaaaaaa

aaaaaaaa

IIIIIIIIIIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIII

ψψψψψψψψ

ψψψψψψψψ

∴ 0000))))sin(sin(sin(sin( ====++++−−−− δδδδkxkxkxkxAAAA

∵ 0000≠≠≠≠AAAA

∴ 0000))))sin(sin(sin(sin( ====++++−−−− δδδδkxkxkxkx

取 0000
2222
====−−−−

aaaa
kkkkδδδδ ， 即

2222
aaaa

kkkk====δδδδ

∴ ))))
2222

((((sinsinsinsin))))((((
aaaa

xxxxkkkkAAAAxxxxIIIIIIII ++++====ψψψψ

0000sinsinsinsin ====kakakakaAAAA
0000sinsinsinsin        ====⇒⇒⇒⇒ kakakaka

∴ ππππnnnnkakakaka ==== ))))        ,,,,2222    ,,,,1111(((( ⋯====nnnn

nnnn
aaaa

kkkk
ππππ

====
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∴ 粒子的波函数为

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++
====

2222
                                                                                                                ,,,,0000

2222
                ),),),),

2222
((((sinsinsinsin

))))((((
aaaa

xxxx

aaaaxxxxaaaaxxxx
aaaa
nnnnAAAA

xxxx

ππππ

ψψψψ

粒子的能级为
aaaa
kkkknnnnkkkkEEEE

µµµµ
ππππ

µµµµ 22222222

222222222222
2222

2222

========
ℏ ))))    ,,,,3333    ,,,,2222    ,,,,1111(((( ⋯====nnnn

由归一化条件，得

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
++++========

2222////

2222////

222222222222 ))))
2222

((((sinsinsinsin))))((((1111
aaaa

aaaa
dxdxdxdxaaaaxxxx

aaaa
nnnnAAAAddddxxxx ππππττττψψψψ

∫∫∫∫−−−− ++++−−−−====
2222////

2222////

2222 )])])])]
2222

((((
2222

coscoscoscos1111[[[[
2222
1111aaaa

aaaa
dxdxdxdx

aaaa
xxxx

aaaa
nnnn

AAAA
ππππ

∫∫∫∫−−−− ++++−−−−⋅⋅⋅⋅====
2222////

2222////

22222222 ))))
2222

((((
2222

coscoscoscos
2222

aaaa

aaaa
dxdxdxdx

aaaa
xxxx

aaaa
nnnn

AAAA
aaaa

AAAA
ππππ

2222

2222

22222222 ))))
2222

((((2222sinsinsinsin
22222222

aaaa

aaaa

aaaaxxxx
aaaa
nnnn

nnnn
aaaaAAAAAAAAaaaa

−−−−

++++⋅⋅⋅⋅−−−−====
ππππ

ππππ

2222

2222
AAAA

aaaa
====

∴
aaaa

AAAA
2222

====

∴ 粒子的归一化波函数为

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥

≤≤≤≤++++
====

2222
                                                                                                                ,,,,0000

2222
                ),),),),

2222
((((sinsinsinsin2222

))))((((
aaaa

xxxx

aaaaxxxxaaaaxxxx
aaaa
nnnn

aaaaxxxx

ππππ

ψψψψ

10、证明：处于 1s、2p 和 3d 态的氢原子中的电子，当它处于距原子核的距离分

别为 000000000000 99994444 aaaaaaaaaaaa 、、 的球壳处的几率最（ 0000aaaa 为第一玻尔轨道半径）。

证： drdrdrdrrrrrRRRRdrdrdrdrrrrrssss 22222222
1010101010101010))))((((                ::::1111 ====ωωωω

drdrdrdrrrrreeee
aaaa

aaaarrrr 2222////22223333

0000

00004444))))
1111

(((( ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==== −−−−
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0000////222222223333

0000
10101010 4444))))

1111
(((())))(((( aaaarrrreeeerrrr
aaaa

rrrr −−−−⋅⋅⋅⋅====ωωωω

0000////22222222

0000

3333

0000

10101010 ))))22222222(((())))1111((((4444 aaaarrrreeeerrrr
aaaa

rrrr
aaaadrdrdrdr

dddd −−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====
ωωωω

0000////2222

0000

3333

0000

))))
1111

1111(((())))
1111

((((8888 aaaarrrrrererererrrr
aaaaaaaa

−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====

令 000010101010 ====
drdrdrdr
ddddωωωω

，则得

000011111111 ====rrrr 000011111111 aaaarrrr ====

]]]]))))1111(((())))22221111[([([([())))1111((((8888 0000////2222

000000000000

3333

0000
2222
10101010

2222
aaaarrrreeee

aaaa
rrrr

aaaa
rrrrrrrr

aaaaaaaadrdrdrdr
dddd −−−−−−−−

∂∂∂∂
−−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====

ωωωω

]]]]))))222244441111(((())))1111((((8888 0000////2222
2222
0000

2222

0000

3333

0000

aaaarrrreeee
aaaa
rrrr

aaaa
rrrr

aaaa
−−−−++++−−−−⋅⋅⋅⋅====

0000
0000

2222
10101010

2222

11111111

>>>>
====rrrr

drdrdrdr
dddd ωωωω

∴ 000011111111 ====rrrr 为几率最小处。

0000
000011111111

2222
10101010

2222

<<<<
====aaaarrrrdrdrdrdr

dddd ωωωω
∴ 000011111111 aaaarrrr ==== 为几率最大处。

drdrdrdrrrrrRRRRdrdrdrdrrrrrpppp 22222222
2121212121212121 ))))((((                ::::2222 ====ωωωω

drdrdrdrrrrreeee
aaaa
rrrr

aaaa
aaaarrrr 2222////

2222
0000

2222
3333

0000

0000

3333
))))

2222
1111(((( ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅==== −−−−

0000////
2222
0000

2222
3333

0000
21212121 3333

))))
2222
1111(((())))(((( aaaarrrreeee

aaaa
rrrr

aaaa
rrrr −−−−⋅⋅⋅⋅====ωωωω

0000////3333

0000
5555
0000

21212121 ))))11114444((((
24242424

1111 aaaarrrreeeerrrrrrrr
aaaaaaaadrdrdrdr

dddd −−−−−−−−⋅⋅⋅⋅====
ωωωω

]]]]88881111((((
24242424

1111
0000////2222

2222
0000

2222

0000
5555
0000

2222
21212121

2222
aaaarrrreeeerrrr

aaaa
rrrrrrrr

aaaaaaaadrdrdrdr
dddd −−−−++++−−−−==== ）
ωωωω

令 000021212121 ====
drdrdrdr
ddddωωωω

，则得
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000021212121 ====rrrr 000022222222 4444aaaarrrr ====

0000
000022222222 4444

2222
21212121

2222

<<<<
==== aaaarrrrdrdrdrdr

dddd ωωωω
∴ 000022222222 4444aaaarrrr ==== 为最大几率位置。

当 000044440000 aaaarrrr <<<<<<<< 时，

0000
2222
10101010

2222

>>>>
drdrdrdr
dddd ωωωω

∴ 0000====rrrr 为几率最小位置。

00003333
2222

6666
7777
0000

2222
3232323232323232 98415984159841598415

8888))))((((            ::::3333 aaaa
rrrr

eeeerrrr
aaaa

RRRRrrrrdddd
−−−−

========ωωωω

00003333
2222

5555

0000
7777
0000

32323232 ))))
3333
22225555((((

98415984159841598415
8888 aaaa

rrrr

eeeerrrr
aaaa
rrrr

aaaadrdrdrdr
dddd −−−−

−−−−====
ωωωω

令 000032323232 ====
drdrdrdr
ddddωωωω

，得

,,,,000031313131 ====rrrr 000032323232 9999aaaarrrr ====

同理可知 000031313131 ====rrrr 为几率最小处。

000032323232 9999aaaarrrr ==== 为几率最大处。

11、求一维谐振子处在第一激发态时几率最大的位置。

解：
22222222

2222
1111

1111 2222
2222

))))((((
xxxx

xexexexexxxx
αααα

αααα
ππππ

ααααψψψψ
−−−−

⋅⋅⋅⋅====

222222222222
3333

2222
11111111

2222))))(((())))(((( xxxxeeeexxxxxxxxxxxx αααα

ππππ
ααααψψψψωωωω −−−−========

22222222

))))((((
4444 33332222

3333
1111 xxxxeeeexxxxxxxx

dxdxdxdx
dddd αααααααα

ππππ
ααααωωωω −−−−−−−−====

22222222
))))1111((((4444 22222222

3333
xxxxxexexexexxxx αααααααα

ππππ
αααα −−−−−−−−====

22222222

))))222255551111((((
4444 4444444422222222

3333

2222
1111

2222
xxxxeeeexxxxxxxx

dxdxdxdx
dddd αααααααααααα

ππππ
ααααωωωω −−−−++++−−−−====

令 00001111 ====
dxdxdxdx
ddddωωωω

，得
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00001111 ====xxxx ， 0000
0000

2222 2222
1111

xxxxxxxx ±±±±====±±±±====±±±±====
µωµωµωµω
ℏ

0000
0000

2222
1111

2222

1111

>>>>
====xxxxdxdxdxdx

dddd ωωωω
， ∴ 00001111 ====xxxx 为几率最小处。

0000
2222
1111

2222
1111

2222

2222

<<<<
±±±±====xxxx

dxdxdxdx
dddd ωωωω

， ∴ 00002222 2222
1111 xxxxxxxx ±±±±====±±±±==== 为几率最大处。

6．设氢原子处在 0000

3333
0000

1111
)))),,,,,,,,(((( aaaa

rrrr
eeee

aaaa
rrrr

−−−−
====

ππππ
φφφφθθθθψψψψ 的态（ 0000aaaa 为第一玻尔轨道半径），

求

① rrrr的平均值；

②势能
rrrr
eeee 2222

−−−− 的平均值。

解：① ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−

====
ππππππππ
φφφφθθθθθθθθ

ππππ
2222

000000000000

2222
3333

3333
0000

    sinsinsinsin
1111

0000 dddddddddrdrdrdreeeerrrr
aaaa

rrrr aaaa
rrrr

ππππ
ππππ

4444))))
2222

(((())))
2222

((((111122223333
1111 000033330000

3333
0000

××××××××××××××××××××××××====
aaaaaaaa

aaaa

00002222
3333 aaaa====

② ∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−−−−====−−−−
0000

2222

3333
0000

2222
2222

000044441111 drdrdrdrrererere
aaaa

eeee
rrrr
eeee aaaa

rrrr
ssss ππππ

ππππ

))))
2222

(((())))
2222

((((4444 00000000
3333
0000

2222 aaaaaaaa
aaaa
eeeessss ××××××××××××−−−−====

0000

2222

aaaa
eeeessss−−−−====

12、粒子在势能为

⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≥≥≥≥
<<<<<<<<

≤≤≤≤

====
aaaaxxxxUUUU

aaaaxxxx
xxxxUUUU

UUUU
当

当

当

            ,,,,
0000                    ,,,,0000

0000                ,,,,

2222

1111

的场中运动。证明对于能量 22221111 UUUUUUUUEEEE <<<<<<<< 的状态，其能量由下式决定：
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22221111

1111

22222222
sinsinsinsin

UUUU
kkkk

UUUU
kkkknnnnkakakaka

µµµµµµµµ
ππππ ℏℏ

−−−−−−−−==== −−−−

（其中 2222

2222
ℏ
EEEEkkkk µµµµ

==== ）

证：方程

Ⅰ： ))))0000((((                                        
2222 11112222

22222222

≤≤≤≤====++++−−−− xxxxEEEEUUUU
dxdxdxdx
dddd

IIIIIIIIIIII
IIII ψψψψψψψψ

ψψψψ
µµµµ
ℏ

Ⅱ： ))))0000((((                                        0000
2222     2222

22222222

AAAAxxxxEEEE
dxdxdxdx
dddd

IIIIIIIIIIIIIIII
IIIIIIII <<<<<<<<====++++−−−− ψψψψψψψψ

ψψψψ
µµµµ
ℏ

Ⅲ： ))))0000((((                                        
2222     22222222

22222222

≥≥≥≥====++++−−−− xxxxEEEEUUUU
dxdxdxdx
dddd

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
IIIIIIIIIIII ψψψψψψψψ

ψψψψ
µµµµ
ℏ

令 ,,,,
))))((((2222

                            ,,,,
2222

                    ,,,,
))))((((2222

2222
2222

22222222
1111

ℏℏℏ
EEEEUUUUEEEE

kkkk
EEEEUUUU −−−−

========
−−−−

====
µµµµ

ββββ
µµµµµµµµ

αααα

则得

Ⅰ： 00002222
2222

2222

====++++ IIII
IIII

dxdxdxdx
dddd

ψψψψαααα
ψψψψ

Ⅱ： 00002222
2222

2222

====++++ IIIIIIII
IIIIIIII kkkk

dxdxdxdx
dddd

ψψψψ
ψψψψ

Ⅲ： 00002222
2222

2222

====++++ IIIIIIIIIIII
IIIIIIIIIIII

dxdxdxdx
dddd

ψψψψββββ
ψψψψ

其通解为

xxxxxxxx
IIII eeeeDDDDeeeeCCCC ααααααααψψψψ −−−−++++==== 11111111

))))sin(sin(sin(sin( δδδδψψψψ ++++==== kxkxkxkxAAAAIIIIIIII

xxxxxxxx
IIIIIIIIIIII eeeeDDDDeeeeCCCC ββββββββψψψψ −−−−++++==== 22222222

利用标准条件，由有限性知

00000,0,0,0,                        ,,,,        1111 ====∞∞∞∞−−−− DDDDxxxx IIII —— ψψψψ

00000,0,0,0,                ,,,,        2222 ========∞∞∞∞++++==== CCCCxxxx IIIIIIIIIIIIψψψψ

∴ xxxx
IIII eeeeCCCC ααααψψψψ 1111====
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))))sin(sin(sin(sin( δδδδψψψψ ++++==== kxkxkxkxAAAAIIIIIIII

xxxx
IIIIIIIIIIII eeeeDDDD ββββψψψψ −−−−==== 2222

由连续性知

δδδδψψψψψψψψ sinsinsinsin))))0000(((())))0000(((( 1111 AAAACCCCIIIIIIIIIIII ====⇒⇒⇒⇒====

①

δδδδααααψψψψψψψψ coscoscoscos))))0000(((())))0000(((( 1111 kAkAkAkACCCCIIIIIIIIIIII ====⇒⇒⇒⇒′′′′====′′′′

②

xxxx
IIIIIIIIIIIIIIIIIIII eeeeDDDDkxkxkxkxAAAAaaaaaaaa ββββδδδδψψψψψψψψ −−−−====++++⇒⇒⇒⇒==== 2222))))sin(sin(sin(sin())))(((())))(((( ③

xxxx
IIIIIIIIIIIIIIIIIIII eeeeDDDDkxkxkxkxkAkAkAkAaaaaaaaa ββββββββδδδδψψψψψψψψ −−−−−−−−====++++⇒⇒⇒⇒′′′′====′′′′ 2222))))cos(cos(cos(cos())))(((())))(((( ④

由①、②，得

αααα
δδδδ

kkkk
tgtgtgtg ====

⑤

由③、④，得

ββββ
δδδδ kkkkkakakakatgtgtgtg −−−−====++++ ))))((((

⑥

而
δδδδ
δδδδδδδδ
tgtgtgtgtgkatgkatgkatgka
tgtgtgtgtgkatgkatgkatgkakakakakatgtgtgtg
⋅⋅⋅⋅−−−−

++++
====++++

1111
))))((((

把⑤、⑥代入，得
ββββδδδδ

δδδδ kkkk
tgtgtgtgtgkatgkatgkatgka
tgtgtgtgtgkatgkatgkatgka

−−−−====
⋅⋅⋅⋅−−−−

++++
1111

整理，得

δδδδ
ββββ

δδδδ
ββββ

tgtgtgtgkkkk

tgtgtgtg
kkkk

tgkatgkatgkatgka
−−−−

++++
====−−−−

1111

δδδδ
ββββ

δδδδ
ββββππππ

tgtgtgtgkkkk

tgtgtgtg
kkkk

kakakakannnntgtgtgtg
−−−−

++++
====−−−−

1111
))))((((

令
ββββ

ττττ kkkktgtgtgtg ====
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))))((((
1111

))))(((( δδδδττττ
δδδδ

ββββ

δδδδ
ββββππππ ++++====
−−−−

++++
====−−−− tgtgtgtg

tgtgtgtgkkkk

tgtgtgtg
kkkk

kakakakannnntgtgtgtg

∴ δδδδττττππππ ++++====−−−− kakakakannnn
δδδδττττππππ −−−−−−−−==== nnnnkakakaka

由
xxxxtgtgtgtg

tgxtgxtgxtgx
xxxx

22221111
sinsinsinsin

++++
==== ，得

2222
22222222

2222 2222))))((((1111
sinsinsinsin

UUUU
kkkk

kkkk
kkkk

kkkk

kkkk

µµµµββββ
ββββ

ββββ
ττττ

ℏ
====

++++
====

++++
====

1111
22222222

2222 2222))))((((1111
sinsinsinsin

UUUU
kkkk

kkkk
kkkk

kkkk

kkkk

µµµµαααα
αααα

ααααδδδδ ℏ
====

++++
====

++++

====

2222

1111

1111

1111

2222
sinsinsinsin

2222
sinsinsinsin

UUUU
kkkk

UUUU
kkkknnnnkakakaka

µµµµµµµµ
ππππ ℏℏ −−−−−−−− −−−−−−−−==== ###

13、设波函数 xxxxxxxx sinsinsinsin))))(((( ====ψψψψ ，求 ????]]]][[[[]]]]))))[([([([( 2222 ====−−−−
dxdxdxdx
dddd

xxxxxxxx
dxdxdxdx
dddd

ψψψψ

解： ψψψψψψψψ ]]]]][][][][[[[[]]]]))))][(][(][(][())))[([([([(
dxdxdxdx
dddd

xxxx
dxdxdxdx
dddd

xxxxxxxx
dxdxdxdx
dddd

xxxx
dxdxdxdx
dddd

−−−−====原式

ψψψψψψψψ ]]]]coscoscoscos][][][][[[[[]]]]coscoscoscos][sin][sin][sin][sin))))[([([([( xxxxxxxx
dxdxdxdx
ddddxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

dxdxdxdx
dddd

−−−−++++====

))))(((())))coscoscoscos(cos(cos(cos(cos))))(sin(sin(sin(sin xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx −−−−−−−−−−−−++++++++++++====

xxxxxxxxxxxx coscoscoscos2222sinsinsinsin ++++====

14、说明：如果算符 AAAÂ̂̂̂和 BBBB̂̂̂̂都是厄米的，那么

( AAAÂ̂̂̂+BBBB̂̂̂̂ )也是厄米的

证： ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====++++ ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddBBBBddddAAAAddddBBBBAAAA 2222
****
11112222

****
11112222

****
1111

ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++==== ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddBBBBddddAAAA ****))))ˆ̂̂̂((((****))))ˆ̂̂̂(((( 1111222211112222

∫∫∫∫ ++++==== ττττψψψψψψψψ ddddBBBBAAAA ****]]]]))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂[([([([( 11112222
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∴ AAAÂ̂̂̂+ BBBB̂̂̂̂也是厄米的。

15、问下列算符是否是厄米算符：

① xxxxppppxxxx ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ② ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111 xxxxppppppppxxxx xxxxxxxx ++++

解：① ∫∫∫∫∫∫∫∫ ==== ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddppppxxxxddddppppxxxx xxxxxxxx ))))ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂(((( 2222
****
11112222

****
1111

∫∫∫∫∫∫∫∫ ======== ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddxxxxppppddddppppxxxx xxxxxxxx 2222111122221111 ****))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂****))))ˆ̂̂̂（

因为 xxxxxxxx ppppxxxxpppp ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ χχχχ≠≠≠≠

∴ xxxxppppxxxx ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 不是厄米算符。

② ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++====++++ ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddxxxxppppddddppppxxxxddddxxxxppppppppxxxx xxxxxxxxxxxxxxxx 2222
****
11112222

****
11112222

****
1111 ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((

2222
1111

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111

)])])])]ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111

[[[[

∫∫∫∫∫∫∫∫ ++++==== ττττψψψψψψψψττττψψψψψψψψ ddddppppxxxxddddxxxxpppp xxxxxxxx 2222
****

11112222
****

1111 ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((

2222
1111

∫∫∫∫ ++++==== ττττψψψψψψψψ ddddxxxxppppppppxxxx xxxxxxxx 2222
****

1111 ]]]]))))))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111

[[[[

∫∫∫∫ ++++==== ττττψψψψψψψψ ddddppppxxxxxxxxpppp xxxxxxxx 2222
****

1111 ]]]]))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111[[[[

∴ ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((
2222
1111

xxxxppppppppxxxx xxxxxxxx ++++ 是厄米算符。 ##

16、如果算符 ββββαααα ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂、 满足关系式 1111ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− ααααββββββββαααα ，求证

① ββββααααββββββββαααα ˆ̂̂̂2222ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 22222222 ====−−−−

② 222233333333 ˆ̂̂̂3333ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ββββααααββββββββαααα ====−−−−

证： ① ααααββββααααββββααααββββββββαααα ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂1111((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 2222222222222222 −−−−++++====−−−−

ααααββββββββααααββββββββ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 22222222 −−−−++++====

ααααββββββββααααββββββββ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂1111((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 22222222 −−−−++++++++====

ββββ̂̂̂̂2222====
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② ααααββββββββααααββββββββααααββββββββαααα ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 3333222233333333 −−−−++++====−−−−

ααααββββββββααααββββββββ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222 333322222222 −−−−++++====

ααααββββααααββββββββββββ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂1111((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222 333322222222 −−−−++++++++====

2222ˆ̂̂̂3333ββββ====

17、求 ????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− xxxxxxxxxxxxxxxx LLLLPPPPPPPPLLLL

????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− yyyyxxxxxxxxyyyy LLLLPPPPPPPPLLLL

????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− zzzzxxxxxxxxzzzz LLLLPPPPPPPPLLLL

解： ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
yyyyzzzzxxxxxxxxyyyyzzzzxxxxxxxxxxxxxxxx PPPPzzzzPPPPyyyyPPPPPPPPPPPPzzzzPPPPyyyyLLLLPPPPPPPPLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ yyyyxxxxzzzzxxxxxxxxyyyyxxxxzzzz PPPPzzzzPPPPPPPPyyyyPPPPPPPPPPPPzzzzPPPPPPPPyyyy ++++−−−−−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ xxxxyyyyxxxxzzzzxxxxyyyyxxxxzzzz PPPPPPPPzzzzPPPPPPPPyyyyPPPPPPPPzzzzPPPPPPPPyyyy ++++−−−−−−−−====

= 0

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
zzzzxxxxxxxxxxxxzzzzxxxxyyyyxxxxxxxxyyyy PPPPxxxxPPPPzzzzPPPPPPPPPPPPxxxxPPPPzzzzLLLLPPPPPPPPLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 2222
zzzzxxxxzzzzxxxxxxxxzzzzxxxx PPPPxxxxPPPPPPPPzzzzPPPPPPPPPPPPxxxxPPPPzzzz ++++−−−−−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 22222222
zzzzxxxxxxxxxxxxzzzzxxxx PPPPxxxxPPPPPPPPzzzzPPPPPPPPxxxxPPPPzzzz ++++−−−−−−−−====

zzzzxxxxxxxx PPPPxxxxPPPPPPPPxxxx ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂(((( −−−−−−−−====

zzzzPPPPiiii ˆ̂̂̂ℏ−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
xxxxyyyyxxxxxxxxxxxxyyyyzzzzxxxxxxxxzzzz PPPPyyyyPPPPxxxxPPPPPPPPPPPPyyyyPPPPxxxxLLLLPPPPPPPPLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

xxxxxxxxyyyyxxxxxxxxxxxxyyyy PPPPyyyyPPPPPPPPxxxxPPPPPPPPyyyyPPPPPPPPxxxx ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 2222 ++++−−−−−−−−====

22222222 ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ xxxxyyyyxxxxxxxxyyyyxxxx PPPPyyyyPPPPxxxxPPPPPPPPyyyyPPPPPPPPxxxx ++++−−−−−−−−====

yyyyxxxxxxxx PPPPxxxxPPPPPPPPxxxx ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂(((( −−−−====

yyyyPPPPiiii ˆ̂̂̂ℏ====

18、 ????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− xxxxxxxx LLLLxxxxxxxxLLLL

????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− yyyyyyyy LLLLxxxxxxxxLLLL
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????ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− zzzzzzzz LLLLxxxxxxxxLLLL

解： ))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
yyyyzzzzyyyyzzzzxxxxxxxx PPPPzzzzPPPPyyyyxxxxxxxxPPPPzzzzPPPPyyyyLLLLxxxxxxxxLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

yyyyzzzzyyyyzzzz PPPPzzzzxxxxPPPPyyyyxxxxxxxxPPPPzzzzxxxxPPPPyyyy ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ++++−−−−−−−−====

xxxxPPPPzzzzxxxxPPPPyyyyxxxxPPPPzzzzxxxxPPPPyyyy yyyyzzzzyyyyzzzz ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ++++−−−−−−−−====

= 0

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
zzzzxxxxzzzzxxxxyyyyyyyy PPPPxxxxPPPPzzzzxxxxxxxxPPPPxxxxPPPPzzzzLLLLxxxxxxxxLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

zzzzxxxxzzzzxxxx PPPPxxxxPPPPzzzzxxxxxxxxPPPPxxxxxxxxPPPPzzzz ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 2222++++−−−−−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ xxxxxxxx PPPPxxxxxxxxPPPPzzzz −−−−====

zzzziiii ˆ̂̂̂ℏ−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂
xxxxyyyyxxxxyyyyzzzzzzzz PPPPyyyyPPPPxxxxxxxxxxxxPPPPyyyyPPPPxxxxLLLLxxxxxxxxLLLL −−−−−−−−−−−−====−−−−

xxxxyyyyxxxxyyyy PPPPxxxxyyyyPPPPxxxxxxxxPPPPyyyyPPPPxxxx ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 22222222 −−−−−−−−−−−−====

))))ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂((((ˆ̂̂̂ xxxxPPPPPPPPxxxxyyyy xxxxxxxx −−−−====

yyyyiiii ˆ̂̂̂ℏ−−−−====

第四章 态和力学量的表象

4.1.求在动量表象中角动量 xxxxLLLL 的矩阵元和 2222
xxxxLLLL 的矩阵元。

解： ∫
⋅⋅′−

′ −= τ
π

depzpyeL
rpi

yz

rpi

ppx

��
ℏ

��
ℏ

ℏ
)ˆˆ()

2
1()( 3

∫
⋅⋅′−

−= τ
π

dezpype
rpi

yz

rpi ��
ℏ

��
ℏ

ℏ
)()

2
1( 3

∫
⋅⋅′−

∂
∂

−
∂
∂

−= τ
π

de
p

p
p

pie
rpi

z
y

y
z

rpi ��
ℏ

��
ℏ ℏ

ℏ
))(()

2
1

( 3

∫
⋅′−

∂
∂

−
∂
∂

−= τ
π

de
p

p
p

pi
rppi

z
y

y
z

���
ℏ

ℏ
ℏ

）（3)
2
1

)()((
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)()( pp
p

p
p

pi
y

z
z

y ′−
∂
∂

−
∂
∂

=
��

ℏ δ

∫∫∫∫ ′′′′′′′′ ==== ττττψψψψψψψψ ddddLLLLxxxxLLLL ppppxxxxppppppppppppxxxx ��
� 2222****2222 ))))(((())))((((

∫
⋅⋅′−

−= τ
π

depzpye
rpi

yz

rpi ��
ℏ

��
ℏ

ℏ
23 )ˆˆ()

2
1(

∫
⋅⋅′−

−−= τ
π

depzpypzpye
rpi

yzyz

rpi ��
ℏ

��
ℏ

ℏ
)ˆˆ)(ˆˆ()

2
1( 3

∫
′′−

∂
∂

−
∂
∂

−= τ
π

de
p

p
p

pipzpye
rpi

y
z

z
yyz

rpi ��
ℏ

��
ℏ ℏ

ℏ
))()(ˆˆ()

2
1

( 3

∫
⋅⋅′−

−
∂
∂

−
∂
∂

= τ
π

depzpye
p

p
p

pi
rpi

yz

rpi

y
z

z
y

��
ℏ

��
ℏ

ℏ
ℏ )ˆˆ()

2
1

)()(( 3

∫
⋅′−

∂
∂

−
∂
∂

−= τ
π

de
p

p
p

p
rppi

y
z

z
y

���
ℏ

ℏ
ℏ

）（322 )
2
1()(

)()( 22 pp
p

p
p

p
y

z
z

y ′−
∂
∂

−
∂
∂

−=
��

ℏ δ

#
4.2 求能量表象中，一维无限深势阱的坐标与动量的矩阵元。

解：基矢： x
a
n

a
xun

π
sin

2
)( =

能量：
2222

222222222222

2222 aaaa
nnnnEEEEnnnn µµµµ

ππππ ℏ
====

对 角 元 ：
2

sin2
0

2 axdx
a
mx

a
x

a

mm == ∫
π

∫ ++= cnu
n
unu

n
nuduu sincos1cos

2

当时， nnnnmmmm ≠≠≠≠ ∫ ⋅⋅=
a

mn dx
a
n

xx
a
m

a
x

0
)(sin)(sin

2 ππ
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π
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π

π
π
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4.3 求在动量表象中线性谐振子的能量本征函数。
解：定态薛定谔方程为

)))),,,,(((()))),,,,((((
2222

)))),,,,((((
2222
1111 2222

2222

2222
22222222 ttttppppECECECECttttppppCCCCppppttttppppCCCC
dpdpdpdp
dddd

====++++−−−−
µµµµ

µωµωµωµω ℏ

即 0000)))),,,,(((())))
2222

(((()))),,,,((((
2222
1111 2222

2222

2222
22222222 ====−−−−++++−−−− ttttppppCCCCppppEEEEttttppppCCCC
dpdpdpdp
dddd

µµµµ
µωµωµωµω ℏ

两边乘以
ωωωωℏ
2222

，得
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0),()2(),(
1
1 2

2

2

=−+− tpCpEtpC
dp
d

ℏℏ
ℏ

µωω
µω

令
ℏℏ µω

ββ
µω

ξ 1    , 1
=== pp

ω
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ℏ
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0),()(),( 2
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=−+ tpCtpC
d
d ξλ
ξ

跟课本 P.39(2.7-4)式比较可知，线性谐振子的能量本征值和本征函数为

tEi

n

p

n

n

n
epHeNtpC

nE

ℏ

ℏ
−−
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)(),(

)(
22

2
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2
1

β

ω

β

式中 nnnnNNNN 为归一化因子，即

2/1
2/1

)
!2

(
n

N nn π
β

=

#
4.4.求线性谐振子哈密顿量在动量表象中的矩阵元。

解： 22
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∂
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∂
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#

4.5 设已知在 ZLL ˆˆ2和 的共同表象中，算符 yyyyxxxx LLLLLLLL ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ 和 的矩阵分别为

⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝

⎛⎛⎛⎛
====

000011110000
111100001111
000011110000

2222
ℏ

xxxxLLLL
⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜

⎝⎝⎝⎝

⎛⎛⎛⎛
−−−−

−−−−

====
00000000

0000
00000000

2222
2222

iiii
iiiiiiii

iiii
LLLLyyyy

ℏ

求它们的本征值和归一化的本征函数。最后将矩阵 yyyyxxxx LLLLLLLL 和 对角化。

解： xxxxLLLL 的久期方程为

00

2
0

22

0
2

23 =+−⇒=

−

−

−

λλ

λ

λ

λ

ℏ

ℏ

ℏℏ

ℏ

ℏℏ −===⇒ 321 0 λλλ ，，

∴ xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征值为 ℏℏ −−−−，，0000

xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征方程

⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟
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⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜
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⎜⎜⎜⎜
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其中
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ψψψψ 设为 xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征函数 ZZZZLLLLLLLL ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222和 共同表象中的矩阵

当 00001111 ====λλλλ 时，有
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0  
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0
0
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⎜
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⎛
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由归一化条件

2
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1
*
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*
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a
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⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
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⎟
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⎜
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0ψ 对应于 xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征值 0 。

当 ℏ====2222λλλλ 时，有
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⎟
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取
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∴归一化的
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⎜⎜⎜⎜
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ℏψψψψ 对应于 xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征值 ℏ
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ℏψ 对应于 xxxxLLLL̂̂̂̂ 的本征值 ℏ−−−−

由以上结果可知，从 ZZZZLLLLLLLL ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222和 的共同表象变到 xxxxLLLL̂̂̂̂ 表象的变换矩阵为
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按照与上同样的方法可得
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从 ZZZZLLLLLLLL ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂2222和 的共同表象变到 yL̂ 表象的变换矩阵为
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利用 S 可使 yL̂ 对角化
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4.6 求连续性方程的矩阵表示

解：连续性方程为
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写成矩阵形式为
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第五章 微扰理论

5.1 如果类氢原子的核不是点电荷，而是半径为 0000rrrr 、电荷均匀分布的小球，计算

这种效应对类氢原子基态能量的一级修正。

解：这种分布只对 0000rrrrrrrr <<<< 的区域有影响，对 0000rrrrrrrr ≥≥≥≥ 的区域无影响。据题意知

)()(ˆ
0 rUrUH −=′

其中 ))))((((0000 rrrrUUUU 是不考虑这种效应的势能分布，即

r
zerU

0

2

4πε
−=）（

))))((((rrrrUUUU 为考虑这种效应后的势能分布，在 0000rrrrrrrr ≥≥≥≥ 区域，

r
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4
)(
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在 0000rrrrrrrr <<<< 区域， ))))((((rrrrUUUU 可由下式得出，
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由于 0000rrrr 很小，所以 )(
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5.2 转动惯量为 I、电偶极矩为 DDDD
�
的空间转子处在均匀电场在ε

�
中，如果电场较

小，用微扰法求转子基态能量的二级修正。

解：取εεεε
�
的正方向为 Z 轴正方向建立坐标系，则转子的哈米顿算符为

θεε cosˆ
2
1

2

ˆˆ 2
2

DL
I

D
I
LH −=⋅−=

��

取 θε cosˆ        ,ˆ
2
1ˆ 2)0( DHL
I

H −=′= ，则

HHH ′+= ˆˆˆ )0(

由于电场较小，又把HHHH ′′′′ˆ̂̂̂ 视为微扰，用微扰法求得此问题。
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))))0000((((ˆ̂̂̂HHHH 的本征值为 2(()) )1(
2
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本征函数为 ),()0( ϕθψ mYℓℓ =

))))0000((((ˆ̂̂̂HHHH 的基态能量为 00
0 =）（E ，为非简并情况。根据定态非简并微扰论可知
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5.3 设一体系未受微扰作用时有两个能级： 0201 EE 及 ，现在受到微扰 HHHH ′′′′ˆ̂̂̂ 的作用，

微扰矩阵元为 bHHaHH =′=′=′=′ 22112112 ， ； bbbbaaaa、 都是实数。用微扰公式求能量

至二级修正值。

解：由微扰公式得
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∴ 能量的二级修正值为
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5.4 设在 0000====tttt 时，氢原子处于基态，以后受到单色光的照射而电离。设单色光的

电场可以近似地表示为 tttt    sinsinsinsinωωωωεεεε ， εεεε及     ωωωω 均为零；电离电子的波函数近似地以平

面波表示。求这单色光的最小频率和在时刻 tttt跃迁到电离态的几率。
解：①当电离后的电子动能为零时，这时对应的单色光的频率最小，其

值为
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② 0000====tttt 时，氢原子处于基态，其波函数为
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对于吸收跃迁情况，上式起主要作用的第二项，故不考虑第一项，
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取电子电离后的动量方向为 Z 方向，
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5.5 基态氢原子处于平行板电场中，若电场是均匀的且随时间按指数下降，即
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求经过长时间后氢原子处在 2p 态的几率。

解：对于 2p 态， 1=ℓ ，m可取 1  ,0 ± 三值，其相应的状态为
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氢原子处在 2p 态的几率也就是从 100ψ 跃迁到 121211210    −ψψψ 、、 的几率之和。
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243

2128
681

256
3

)( ateate εε
==

∫
∞

=′
0 100

*
211100,211 cos)( τθψψε drteH

∫ ∫∫
∞

=
π π

ϕθθθε
2

0 0 00
*

110 10
3

21   sincos)( ddYYdrRrRte

∫ ∫∫
∞

=
π π

ϕθθε
2

0 0 10
*

110 10
3

21   sin
3

1)( ddYYdrRrRte

= 0

∫ ′=′ −− τψψ dHH 100
*

121100,121
ˆ

∫ ∫∫ −

∞
=

π π
ϕθθθε

0

2

0 00
*

110 10
3

21   sincos)( ddYYdrRrRte

∫ ∫∫ −

∞
=

π π
ϕθθε

0

2

0 10
*

110 10
3

21   sin
3

1)( ddYYdrRrRte

= 0

由上述结果可知， 0211100 =→W ， 0121100 =−→W

∴ 12110021110021010021 −→→→→ ++= WWWW ps

2

0 100,2102210100
21

1
∫ ′′== ′

→

t ti tdeHW ω

ℏ

2

0

/2
00

2
2

21)()
243
128(2

∫ ′= ′−′t tti tdeeea τωε
ℏ

2
2
21

2

2
0

2
0

22
2 1

1
)

243
128(2

21

τ
ω

ε

τ
ω

+

−

=

−
tti

e
ae

ℏ

当 ∞→t 时，
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2
2
21

2
0

2
0

22
221 1

1)
243
128(2

τ
ω

εω
+

=→ aeps ℏ

其中
0

2

3

4

3

4

1221 8
 3

8
 3

)
4
11(

2
 

)(1
a
eee

EE sss

ℏℏℏℏ
==−=−=

µµ
ω

#

5.6 计算氢原子由第一激发态到基态的自发发射几率。

解：
2

3

32

3
4

mk
mks

mk r
c

e
A �

ℏ
ω

=

由选择定则 1±=∆ℓ ，知 ss 12 → 是禁戒的

故只需计算 sp 12 → 的几率

ℏ
12

21

EE −
=ω

3

4

3

4

8
3)

4
11(

2 ℏℏ
ss ee µµ

=−=

而
2

21
2

21
2

21
2

21 zyxr ++=
�

2p 有三个状态，即 121211210     ,   , −ψψψ

(1)先计算 z 的矩阵元 θcosrz =

∫∫ ⋅=
∞

Ωθψ dYdrrrRrRz mm 00
*
10

3
10

*
21100,21  cos)()()(

∫= ΩdYYf m 00
*

1  
3

1

03
1

mf δ=

fz
3

1)( 100,210 =⇒

0)( 100,211 =z

0)( 100,121 =−z

(2)计算 x 的矩阵元 )(sin
2

cossin ϕϕθϕθ ii ee
r

rx −+==
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∫∫ Ω+⋅= −∞
dYeeYdrrrRrRx ii

mm 00
*

10

3
10

*
21100,21 )( sin)()(

2
1)( ϕϕθ

∫ −+−⋅= ΩdYYf m ) Y(
3
2

2
1

1111
*

1

)(
6
1

11 −+−= mmf δδ

ϕθ
π

ieY  sin
8
3

11 −= ϕθ
π

ieY −
− =  sin

8
3

11

π4
1

00 =Y

0)( 100,210 =⇒ x

fx
6

1)( 100,211 −=

fx
6

1)( 100,121 =−

(3)计算 y的矩阵元 )(sin
2
1

sinsin ϕϕθϕθ ii eer
i

ry −−==

∫∫ Ω−⋅= −∞
dYeeYdrrrRrR

i
y ii

mm 00
*

10

3
10

*
21100,21  )(sin)()(

2
1)( ϕϕθ

)(
3
2

2
1

11 −−−⋅= mmf
i

δδ

)(
6

1
11 −−−= mmf

i
δδ

0)( 100,210 =⇒ y

fiy
6

)( 100,211 =

fiy
6

)( 100,121 =−

22
22

2

12 )
3
1

6
2

6
2( ffffr sp =+×+×=⇒ →

�

(4)计算 f
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5.7 计算氢原子由 2p 态跃迁到 1s 态时所发出的光谱线强度。

解： 2112212 ωℏ⋅= →→ sppsp ANJ

2

4

63

10

7

8

2

 
8
3 

3
2

ℏℏ
ss

p
e

c
e

N
µµ

⋅⋅⋅=

38

142
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5

2 3
2

c
e

N s
p ℏ

µ
⋅⋅= eV2.1021 =ωℏ

2
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43

10

6

5

2 3
2

ac
e

N s
p ℏ

⋅⋅=

WN p
9

2 101.3 −××=

若 9
2 10−=pN ，则 WJ 1.321 = #
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5.8 求线性谐振子偶极跃迁的选择定则

解：
22

mkmkmk xrA =∝
�

∫= dxxx kmmk φφ *

由 ]
2

1
2

[
1

11 +−

+
+= kkk

kk
x φφ

α
φ

mnnm dx δφφ =∫ *

]
2

1
2

[
1

1,1, +−

+
+= kmkmmk

kk
x δδ

α

1±=⇒ km 时， 0≠mkx

即选择定则为 1±=−=∆ kmm #

补充练习三

1、 一维无限深势阱 ))))0000(((( aaaaxxxx <<<<<<<< 中的粒子受到微扰

⎪⎪⎪⎪
⎪⎪⎪⎪
⎩⎩⎩⎩

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪
⎨⎨⎨⎨

⎧⎧⎧⎧

≤≤≤≤≤≤≤≤−−−−

≤≤≤≤≤≤≤≤
====′′′′

))))
2222

((((                                                    ))))1111((((2222

))))
2222

0000((((                                                                                    2222
))))((((

aaaaxxxx
aaaa

aaaa
xxxx

aaaaxxxx
aaaa
xxxx

xxxxHHHH
λλλλ

λλλλ

作用，试求基态能级的一级修正。

解：基态波函数（零级近似）为

))))0000((((                        sinsinsinsin
2222))))0000((((

1111 aaaaxxxxxxxx
aaaaaaaa

≤≤≤≤≤≤≤≤====
ππππ

ψψψψ

))))        ,,,,0000((((                                                                                0000))))0000((((
1111 aaaaxxxxxxxx >>>><<<<====ψψψψ

∴能量一级修正为

∫∫∫∫ ′′′′==== dxdxdxdxHHHHEEEE ))))0000((((
1111

))))0000((((
1111

))))1111((((
1111 **** ψψψψψψψψ

∫∫∫∫∫∫∫∫ −−−−++++====
aaaa

aaaa

aaaa
xdxxdxxdxxdx

aaaaaaaa
xxxx

aaaa
xdxxdxxdxxdx

aaaaaaaa
xxxx

aaaa 2222////

22222222////

0000

2222 sinsinsinsin))))1111((((22222222sinsinsinsin22222222 ππππλλλλππππλλλλ
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]]]]))))2222coscoscoscos1111((((                                    

))))
2222

coscoscoscos1111(((())))
2222

coscoscoscos1111(((([[[[
2222

2222////

2222////

2222////

00002222

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

−−−−−−−−

−−−−++++−−−−====

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

dxdxdxdxxxxx
aaaa

xxxx

dxdxdxdxxxxx
aaaa

aaaadxdxdxdxxxxx
aaaa

xxxx
aaaa

ππππ

ππππππππλλλλ

]]]]))))2222coscoscoscos
4444

2222sinsinsinsin
22222222

1111(((())))2222sinsinsinsin
2222

            

(((())))2222sinsinsinsin
4444

2222sinsinsinsin
22222222

1111[([([([(2222

2222////2222

2222
2222

2222////

3333////

00002222

2222
2222

2222

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

xxxx
aaaa

aaaaxxxx
aaaa

xxxxaaaaxxxxxxxx
aaaa

aaaa

xxxxaaaaxxxx
aaaa

aaaaxxxx
aaaa

xxxxaaaaxxxx
aaaa

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

ππππ
ππππ

λλλλ

−−−−−−−−−−−−

−−−−++++−−−−−−−−====

)])])])]
22228888

1111((((
222222228888

1111[[[[2222
2222

2222
2222

2222

2222

2222
2222

2222 ππππππππ
λλλλ aaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaa

−−−−−−−−++++++++====

))))
4444

((((2222
2222

22222222

2222 ππππ
λλλλ aaaaaaaa
aaaa

++++==== ))))
2222

2222
1111

(((( 2222ππππ
λλλλ ++++====

2、具有电荷为 qqqq的离子，在其平衡位置附近作一维简谐振动，在光的照射下发

生跃迁。设入射光的能量为 ))))((((ωωωωIIII 。其波长较长，求：

① 原来处于基态的离子，单位时间内跃迁到第一激发态的几率。

②讨论跃迁的选择定则。

（提示：利用积分关系
aaaa

nnnneeeexxxx nnnn
axaxaxaxnnnn ππππ

11110000

2222

2222
))))11112222((((5555333311112222

++++

∞∞∞∞ −−−− −−−−⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
====∫∫∫∫

⋯

答：① ))))((((
3333
2222

))))((((
3333

4444 22222222
2222

101010102222

22222222

11110000 ωωωω
ωωωωµµµµ

ππππ
ωωωω

ππππ
ωωωω IIII

qqqq
IIIIxxxx

qqqq ssssssss

ℏℏ
========→→→→

②仅当 00001111 ≠≠≠≠±±±±==== xmkxmkxmkxmkmmmm 时，∆∆∆∆ ，所以谐振子的偶极跃迁的选

择定则是 1111±±±±====mmmm∆∆∆∆ ）

解：① ))))((((                                    
2222
1111ˆ̂̂̂

0000 qqqqeeeexxxxqqqqFFFF →→→→==== εεεε

∴ ))))((((
44443333

4444 2222

2222
0000

22222222

mkmkmkmkmkmkmkmkmmmmkkkk IIIIrrrr
qqqq

ωωωω
πεπεπεπε

ππππ
ωωωω

�
ℏ××××

====→→→→

))))
4444

((((                                    ))))((((
3333

4444

0000

2222
22222222

2222

22222222

πεπεπεπε
ωωωω

ππππ qqqqqqqqIIIIrrrr
qqqq

ssssmkmkmkmkmkmkmkmk
ssss ======== 令
�

ℏ

))))((((
3333

4444 2222
101010102222

22222222

11110000 ωωωω
ππππ

ωωωω IIIIxxxx
qqqqssss
ℏ

====→→→→ (对于一维线性谐振子 nnnnrrrr
�
～
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iiiixxxx
�

)

其中 ∫∫∫∫==== dxdxdxdxxxxxxxxx 0000
****
111110101010 ψψψψψψψψ

一维线性谐振子的波函数为

))))((((
!!!!2222

))))((((
22222222

2222
1111

2222////1111 dxdxdxdxHHHHeeee
nnnn

xxxx nnnn

xxxx

nnnnnnnn

αααα

ππππ
αααα

ψψψψ
−−−−

====

∴ ∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−
⋅⋅⋅⋅==== dxdxdxdxeeeexxxxxexexexe

xxxxxxxx 2222222222222222

2222
1111

2222
1111

10101010 2222
))))2222

2222
((((

αααααααα

ππππ
αααα

αααα
ππππ

αααα
ψψψψ

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−
==== dxdxdxdxeeeexxxx

xxxx22222222
2222
1111

222222222222 αααα
αααα

ππππ

∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−====
0000

2222 222222222222 dydydydyeeeeyyyy yyyy

ααααππππ

]]]]))))[([([([(
11112222

00000000

22222222

∫∫∫∫
∞∞∞∞ −−−−∞∞∞∞−−−− ++++−−−−==== dydydydyeeeeyeyeyeye yyyyyyyy

ααααππππ

αααααααα
ππππ

ααααππππ 2222
111111112222

====⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅====

∴ ))))((((
3333
2222

))))((((
3333
2222

))))((((
2222
1111

3333
4444 22222222

22222222

222222222222

2222

22222222

11110000 ωωωω
µωµωµωµω
ππππ

ωωωω
αααα
ππππ

ωωωω
αααα

ππππ
ωωωω IIII

qqqq
IIII

qqqq
IIII

qqqq ssssssssssss

ℏℏℏ
============→→→→

② 跃迁几率
2222                        mkmkmkmkxxxxαααα ，当 0000====mkmkmkmkxxxx 时的跃迁为禁戒跃迁。

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−
==== dxdxdxdxxxxxxxxx kkkkmmmmmkmkmkmk ψψψψψψψψ ****

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−− −−−−++++ ++++
++++

==== dxdxdxdx
kkkkkkkk

kkkkkkkkmmmm ))))
22222222

1111
((((

1111
11111111

**** ψψψψψψψψ
αααα

ψψψψ

⎩⎩⎩⎩
⎨⎨⎨⎨
⎧⎧⎧⎧

±±±±≠≠≠≠±±±±≠≠≠≠====

±±±±====±±±±====≠≠≠≠
====

....))))1111((((                    1111                    ,,,,0000
))))1111((((                    1111                    ,,,,0000
时即

时；即

mmmmkkkkmmmm
mmmmkkkkmmmm

∆∆∆∆
∆∆∆∆

可见，所讨论的选择定则为 1111±±±±====mmmm∆∆∆∆ 。

#

3、电荷 e 的谐振子，在 0000====tttt 时处于基态， 0000>>>>tttt 时处于弱电场 ττττεεεεεεεε ////
0000

tttteeee−−−−==== 之中( ττττ

为常数)，试求谐振子处于第一激发态的几率。

解：取电场方向为 xxxx轴正方向，则有

ττττεεεεεεεε ////        ˆ̂̂̂ ttttxexexexeeeeexxxxeeeeHHHH −−−−−−−−====−−−−====′′′′
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22222222
2222
1111

0000

xxxx
eeee

αααα

ππππ
ααααφφφφ

−−−−
====

22222222

2222
1111

1111 2222
xxxx

xexexexe
αααα

αααα
ππππ
αααα

φφφφ
−−−−

====

∫∫∫∫ ′′′′====′′′′ dxdxdxdxttttHHHHHHHH 0000
****
111110101010 ))))(((( φφφφφφφφ

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−− −−−−==== dxdxdxdxxexexexeeeeeeeee ttttxxxx ))))((((
2222 ////

0000

2222
22222222 τττταααα εεεε

ππππ
αααα

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxeeee
eeee xxxxtttt 222222222222////

2222
0000 2222
2222

ααααττττ

ππππ
ααααεεεε

]]]][[[[
2222

2222222222222222

22222222
////

2222
0000 ∫∫∫∫

∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−− ++++−−−−==== dxdxdxdxeeeexxxxeeeexxxxeeeeeeee xxxxxxxxtttt ααααααααττττ

ααααααααππππ
ααααεεεε

∫∫∫∫
∞∞∞∞

∞∞∞∞−−−−

−−−−−−−− ++++==== dxdxdxdxeeeeeeee
eeee xxxxtttt 22222222

2222
////

2222
0000 1111
2222

ααααττττ

ααααππππ
ααααεεεε

ττττττττ

αααα
εεεε

αααα
ππππ

ππππ
εεεε ////0000////

22222222
tttttttt eeee

eeee
eeeeeeee −−−−−−−− ========

∫∫∫∫ ′′′′′′′′==== ′′′′tttt ttttiiii ttttddddeeeeHHHH
iiii

ttttaaaa
0000

    
101010101111

mkmkmkmk
1111))))(((( ωωωω

ℏ

∫∫∫∫ ′′′′−−−−====
′′′′

−−−−′′′′tttt ttttttttiiii
ttttddddeeee

iiii
eeee

0000

))))        ((((0000

2222
ττττ

ωωωω

αααα
εεεε
ℏ

))))1111((((
))))

1111
((((

1111
    2222

))))        ((((
0000 −−−−

−−−−
−−−−====

−−−−
ττττ

ωωωω

ττττ
ωωωωαααα

εεεε ttttttttiiii
eeee

iiiiiiii
eeee

ℏ

当经过很长时间以后，即当 ∞∞∞∞→→→→tttt 时， 0000//// →→→→−−−− ττττtttteeee 。

∴
)1( 2

)( 0
1 −

=
ωτ
τ

α
ε

ii
eta

ℏ

)1(2
)(

2222

22
0

2
2

110 +
==→ τωα

τε
ω

ℏ
e

ta

)1(2 22

22
0

2

+
=

τωµω
τε

ℏ
e
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实际上在 τ5≥t 以后即可用上述结果。

#

第七章 自旋与全同粒子

7.1.证明： iiiizzzzyyyyxxxx ====σσσσσσσσσσσσ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂

证：由对易关系 zzzzxxxxyyyyyyyyxxxx iiiiσσσσσσσσσσσσσσσσσσσσ ˆ̂̂̂2222ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====−−−− 及

反对易关系 0000ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====++++ xxxxyyyyyyyyxxxx σσσσσσσσσσσσσσσσ ， 得

zzzzyyyyxxxx iiiiσσσσσσσσσσσσ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ ====

上式两边乘 zzzzσσσσ̂̂̂̂ ，得

2222ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ zzzzzzzzyyyyxxxx iiiiσσσσσσσσσσσσσσσσ ==== ∵ 1111ˆ̂̂̂ 2222 ====zzzzσσσσ

∴ iiiizzzzyyyyxxxx ====σσσσσσσσσσσσ ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂ˆ̂̂̂

7.2 求在自旋态 )(
2
1 zSχ 中， xxxxSSSŜ̂̂̂ 和 yyyySSSŜ̂̂̂ 的测不准关系：

????))))(((())))(((( 22222222 ====yyyyxxxx SSSSSSSS ∆∆∆∆∆∆∆∆

解：在 zzzzSSSŜ̂̂̂ 表象中 )(
2
1 zSχ 、 xxxxSSSŜ̂̂̂ 、 yyyySSSŜ̂̂̂ 的矩阵表示分别为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
1

)(
2
1 zSχ ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝

⎛⎛⎛⎛
====

00001111
11110000

2222
ˆ̂̂̂ ℏ
xxxxSSSS ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

0
0

2
ˆ

i
i

S y
ℏ

∴ 在 )(
2
1 zSχ 态中

0
0
1

01
10

2
)0    1(

2
1

2
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== + ℏχχ xx SS

40
1

01
10

201
10

2
)0    1(ˆ

2
22

2
1
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⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
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⎞
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⎝
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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i
i

i
i

SS yy χχ

4
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2
222 ℏ
=−=∆ yyy SSS
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)()(

4
22 ℏ
=∆∆ yx SS

讨论：由 xxxxSSSŜ̂̂̂ 、 yyyySSSŜ̂̂̂ 的对易关系

[ xxxxSSSŜ̂̂̂ ， yyyySSSŜ̂̂̂ ] zzzzSSSSiiii ˆ̂̂̂ℏ====

要求
4444

))))(((())))((((
22222222

22222222 zzzz
yyyyxxxx

SSSS
SSSSSSSS

ℏ
≥≥≥≥∆∆∆∆∆∆∆∆

16
)()(

4
22 ℏ
=∆∆ yx SS ①

在 )(
2
1 zSχ 态中，

2222
ℏ

====zzzzSSSS

∴
16

)()(
4

22 ℏ
≥yx SS ∆∆

可见①式符合上式的要求。

7.3.求 ⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
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====⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠

⎞⎞⎞⎞
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
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SSSSSSSS yyyyxxxx
ℏℏ

及 的本征值和所属的本征函数。

解： xxxxSSSŜ̂̂̂ 的久期方程为
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2222

2222 ====
−−−−

−−−−

λλλλ

λλλλ

ℏ

ℏ

2222
0000))))

2222
(((( 22222222 ℏℏ

±±±±====⇒⇒⇒⇒====−−−− λλλλλλλλ

∴ xxxxSSSŜ̂̂̂ 的本征值为
2222
ℏ

±±±± 。

设对应于本征值
2222
ℏ
的本征函数为 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1

1
2/1 b

a
χ

由本征方程 2/12/1 2
ˆ χχ

ℏ
=xS ，得
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⎞
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由归一化条件 12/12/1 =+ χχ ，得
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1
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1

*
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
a
a
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即 12 2
1 =a ∴

2
1        

2
1

11 == ba

对应于本征值
2222
ℏ
的本征函数为 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
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2
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设对应于本征值
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ℏ

−−−− 的本征函数为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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2
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a
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ℏ
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a
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2
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2
1
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对应于本征值
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ℏ

−−−− 的本征函数为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
−

=− 1
1

2
1
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同理可求得 yyyySSSŜ̂̂̂ 的本征值为
2222
ℏ

±±±± 。其相应的本征函数分别为

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

i
1

2
1

2
1χ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=− i
1

2
1

2
1χ



84

7.4 求自旋角动量 )cos,cos,(cos γβα 方向的投影

γβα cosˆcosˆcosˆˆ
zyxn SSSS ++=

本征值和所属的本征函数。

在这些本征态中，测量 zzzzSSSŜ̂̂̂ 有哪些可能值？这些可能值各以多大的几率出

现？ zzzzSSSŜ̂̂̂ 的平均值是多少？

解：在 zzzzSSSŜ̂̂̂ 表象， nnnnSSSŜ̂̂̂ 的矩阵元为

γβα cos
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01
2

cos
0

0
2

cos
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
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⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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ℏℏℏ
i

i
Sn

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−

=
γβα

βαγ
coscoscos

coscoscos
2 i

i
Sn

ℏ

其相应的久期方程为

0
cos

2
)cos(cos

2

)cos(cos
2

cos
2 =

−−+

−−

λγβα

βαλγ

ℏℏ

ℏℏ

i

i

即 0)cos(cos
4

cos
4

22
2

2
2

2 =+−− βαγλ ℏℏ

0
4

2
2 =−
ℏλ )1coscoscos( 222 =++ γβα利用

⇒
2
ℏ

±=λ

所以 nnnnSSSŜ̂̂̂ 的本征值为
2222
ℏ

±±±± 。

设对应于
2222
ℏ

====nnnnSSSS 的本征函数的矩阵表示为 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
b
a

Sn )(
2
1χ ，则

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟
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⎜⎜
⎝
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⎝

⎛
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−

b
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b
a

i
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2coscoscos
coscoscos

2
ℏℏ

γβα
βαγ

bbia =−+⇒ γβα cos)cos(cos
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γ
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由归一化条件，得
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⎟
⎟
⎟
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coscos
2
cos1

1
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⎠
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⎠
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i
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可见， zzzzSSSŜ̂̂̂ 的可能值为
2

            
2

ℏℏ
−

相应的几率为
2
cos1 γ+

2
cos1

)cos1(2
coscos 22 γ
γ

βα −
=

+
+

γ
γγ
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cos1
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=

−
−

+
=zS
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同理可求得 对应于
2
ℏ

−=nS 的本征函数为

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

−
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=
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)cos1(2
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)(
2
1

γ
βα

γ

χ iS n

在此态中， zzzzSSSŜ̂̂̂ 的可能值为
2

            
2

ℏℏ
−

相应的几率为
2
cos1 γ−

2
cos1 γ+

γcos
2
ℏ

−=zS

7.5 设氢的状态是

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

),()(
2
3

),()(
2
1

1021

1121

ϕθ

ϕθ
ψ

YrR

YrR

①求轨道角动量 z 分量 zzzzLLLL̂̂̂̂ 和自旋角动量 z 分量 zzzzSSSŜ̂̂̂ 的平均值；

②求总磁矩 SeLeM ˆˆ
2

ˆ ���
µµ

−−=

的 z 分量的平均值（用玻尔磁矩子表示）。

解：ψ可改写成

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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1
0

),()(
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0
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2
1

10211121 ϕθϕθψ YrRYrR

zz SYrRSYrR (),()(
2
3)(),()(

2
1

2
11021

2
11121

−
−= χϕθχϕθ

从ψ的表达式中可看出 zzzzLLLL̂̂̂̂ 的可能值为 ℏ 0

相应的几率为
4444
1111

4444
3333
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4
ℏ

=⇒ zL

zzzzSSSŜ̂̂̂ 的可能值为
2222
ℏ

2222
ℏ

−−−−

相应的几率
2

iC 为
4444
1111

4444
3333

44
3
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2
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−=×−×==∑ ziiz SCS

)
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(
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ℏℏ
−×−×−=−−=

µµµµ
eeSeLeM zzz
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4
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42
=×=

ℏ
µ

7.6 一体系由三个全同的玻色子组成，玻色子之间无相互作用。玻色子只有两

个可能的单粒子态。问体系可能的状态有几个？它们的波函数怎样用单粒子波

函数构成？

解：体系可能的状态有 4 个。设两个单粒子态为 iφ ， jφ ，则体系可能的状态为

)()()( 3211 qqq iii φφφ=Φ

)()()( 3212 qqq jjj φφφ=Φ

)]()()(

)()()()()()([
3

1

132

2313213

qqq
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φφφ

φφφφφφ

+

+=Φ

)]()()(

)()()()()()([
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2313214

qqq

qqqqqq

ijj
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φφφ

φφφφφφ

+

+=Φ

7.7 证明 )3()2()1( ,, SSS χχχ 和 Aχ 组成的正交归一系。

解： )]()([)]()([ 22/112/122/112/1
)1()1(

zzzzSS SSSS χχχχχχ ++ =

)()()()( 22/112/112/122/1 zzzz SSSS χχχχ ++=

1
)()( 22/122/1

=

= +
zz SS χχ
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)]()([)]()([ 22/112/122/112/1
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++ = χχχχχχ
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同理可证其它的正交归一关系。

)]()()()([

)]()()()([
2
1

22/112/122/112/1

22/112/122/112/1
)3()3(

zzzz

zzzzSS

SSSS

SSSS

χχχχ

χχχχχχ

−−

+
−−

+

+⋅

⋅+=

)]()([)]()([
2
1

22/112/122/112/1 zzzz SSSS −
+

−= χχχχ

)]()([)]()([
2
1

12/122/122/112/1 zzzz SSSS −
+

−+ χχχχ

)]()([)]()([
2
1

12/112/112/122/1 zzzz SSSS −
+

−+ χχχχ

)]()([)]()([
2
1

12/122/112/122/1 zzzz SSSS −
+

−+ χχχχ

1
2
100

2
1

=+++=

7.8 设两电子在弹性辏力场中运动，每个电子的势能是 22

2
1)( rrU µω= 。如果

电子之间的库仑能和 )(rU 相比可以忽略，求当一个电子处在基态，另一电子处

于沿 x 方向运动的第一激发态时，两电子组成体系的波函数。

解：电子波函数的空间部分满足定态S-方程
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考虑到 2222 zyxr ++= ，令
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两电子的空间波函数能够组成一个对称波函数和一个反对称波函数，其形式为
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而两电子的自旋波函数可组成三个对称态和一个反对称态，即

)3(
S

)2(
S

)1(
S χχχ 、、 和 Aχ

综合两方面，两电子组成体系的波函数应是反对称波函数，即

独态： AS rr χψ ),( 211 =Φ
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