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 金属成形工艺简介

 金属塑性成形基本假设

 应力空间（本构方程）

 应变空间（几何方程）

 屈服准则

 本构方程

课程总体安排



 早期

解析金属塑性变形过程

简化模型（平面应变、轴对称等；均匀受力；
均匀变形）

 现代

金属塑性成形模拟

几何方程、本构方程、屈服准则

复杂塑性变形过程

课程学习目的



金属压力加工
应用领域
    机械；电子；航空航天……
成形分类
    冲压成形；锻造成形；拉拔成形；挤压成形；
切削成形；轧制成形……

成形方法
    冲压成形；锻造成形；数学化无模成形；爆炸
成形；电磁成形；激光成形；……

发展前景
    超大、超小、高精尖、高度集成



发展历史
 1678年，Hooke（虎克）：变形和外力成正比。

 1820~1830年，Navier、Cauahy、Saint Venant（圣维
南）：应力、应变的概念，变形体的平衡方程、几何方
程、协调方程、广义虎克定律；------弹性力学的理论基
础。

 1864年，Tresca（屈斯卡）：最大剪应力屈服条件。

 1871年，Levy（列维） ：三维塑性应力--应变关系。

 1913年，Mises（米塞斯） ：形变能屈服条件。

 1930年，Prandtl，Reuss（瑞斯）：增量理论。

 1943年，Hencky（汉基 ），Nadai，Iliushin：形变理
论。

 1950年~，塑性位势理论、有限单元法原型(矩阵法)

金属压力加工



 什么是塑性变形

 材料产生一定的永久变形又不破坏其完整性的能

力 
 塑性加工是利用材料塑性而获得所需形状与尺寸

的工件的一种加工方法 



 滑移线法

 上限法

 下限法

 主应力法*



主要分类
  板料冲压成形模拟

  体积成形模拟

主要方法
  弹塑性有限元法

  刚塑性有限元法

  无网格法



 汽车覆盖件冲压成形过程模拟

 板料液压成形过程模拟

 弯管成形过程模拟

 五金级进模零件成形过程模拟

 金属锻造成形过程模拟

 金属切削成形过程模拟

 金属拉拔成形过程模拟

 ……………………..





 金属塑性成形中的基本概念

 应力分析、应变分析、塑性、屈服准则、
本构关系等等；

 不讲传统的解析计算方法，如滑移线法、
上限法、下限法等等；

 本课程是金属塑性成形的基础课程，是
后继课程“成形工艺与装备”、“材料
成形过程数值模拟”的基础；



 塑性成形的基本理论发展的比较久远，
理论系统比较完善，但随着计算机的发
展和工程实际问题的需要，有限元数值
方法已经完全取代了传统的理论解析计
算方法；

 重点学习概念，不要过分强调理论的完
整性；

 我们学习的目的不是为了理论解析计算，
因此重点学习塑性成形理论中的一些重
点基本概念；



 各向同性的均匀连续体

 体积力为零

 变形体在表面力作用下处于平衡状态

 初始应力为零

 体积不变假设

        由于金属塑性成形非常复杂，数学与
力学的处理非常困难，因此需要做一些假
设和近似处理：



 各向同性的均匀连续体

1. 假设材料是连续的，即在材料内不存在任
何缺陷，应力、应变、位移等物理量是坐
标的连续函数；连续性假设

2. 假设材料各质点的组织、化学成形相同；
均匀性假设

3. 假设材料各质点在各方向上的物理性能和
力学性能相同；各向同性假设



从统计平均的观点看，材料
内部的空隙和非均匀性影响
可以忽略

根据均匀连续性假设，就可
以从构件内任意截取一部分
来研究，且构件中的一些力
学量（如各点的受力、位移
）均可用坐标的连续函数表
示，并能运用微积分学的无
穷小分析方法



板料轧制前                       板料轧制后

各向同性                          带有方向性



 体积力为零

1. 成形过程中的外力可分为两类：表面力和体
积力；

2. 体积力是作用在物体质点上的力，例如自重
力、磁力和惯性力等等；

3. 对于塑性成形来说，除了高速锤锻造、爆炸
等（动力问题）少数成形情况，体积力相对
于其它成形外力很小（准静态问题），可以
忽略不计；



 变形体在表面力作用下处于平衡状态

      假设准静态力学问题（非动力学问题）

 材料成形时模具和零件处于平衡状态；

 如果零件划分为有限个单元体，每个单元
体仍处于平衡状态；

 每个单元体的外力系的矢量和为零，外力
系对任一点的总力矩也为零；



 初始应力为零

     为了解析问题方便

 内力是由于外力作用下产生的，内力的变
化达到一定程度就会使金属产生塑性变
形；

 课程内容主要考虑金属由于外力的作用下
产生塑性变形，不考虑金属存在初始应力
情况；



 体积不变假设

     连续的、均匀的金属物体

 弹性变形时，体积变化必须考虑；

 塑性变形时，体积虽有微小变化，但与塑
性变形量相比很小，可以忽略不计，因此
一般假设金属在塑性变形前后的体积保持
不变；



 为什么需要五点假设?
1. 为了可以解析计算简单的塑性成形问题；

2. 金属塑性成形基本假设与实际情况差别很大，
只适用于金属塑性成形解析计算方法；

3. 由于计算机水平的发展，现代金属塑性成形
计算基本不采用解析计算方法，而普遍采用
计算机数值模拟方法；

4. 解析计算方法只能分析少数简单成形问题，
计算机数值模拟方法能够模拟任何复杂的金
属塑性成形问题；



 各向同性的均匀连续体（部分合理）

 体积力为零（较为合理）

 变形体在表面力作用下处于平衡状态
（合理）

 初始应力为零（不合理）

 体积不变假设（合理）

金属塑性成形五点假设的合理性



 应力的概念
 内力：因外力作用在物体内部产生的力

 内力的特点：

     1. 随外力的变化而变化，是“附加内力”

     2. 内力是分布力系，常用其主矢量和主矩表示

 应力：单位面积上的内力

      应力表示内力的强度，作用于物体质点之间

 目的：

       确定物体处于弹性或塑性阶段的强度问题或屈
服条件问题都很重要，是建立在复杂应力状态
下强度准则和屈服准则条件所必须的基础知识



采用截面法分析结构的内力及应力
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 假设A为任意微元截面， 
P为截面上的作用力，
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 应力状态表示

 应力状态一般用单元体表示

 单元体：材料内的质点，包围质点的无限小的

几何体，常用的是正六面体
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 x
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yx单元体的性质

  任一面上，应力均布

  平行面上，应力相等



 应力分量
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三个正应力分量

六个剪应力分量



 应力的分量表示及正负符号的规定

    ij  xx 、 yy 、 zz 、  xy 、  yz 、  xz 

     i——应力作用面的外法线方向(与应力作用面的法
线方向平行的坐标轴)

    j——应力分量本身作用的方向

    当 i=j 时为正应力
       i、j同号为正（拉应力），异号为负（压应力）

    当 i≠j 时为剪应力
    i、j同号为正，异号为负



 剪应力互等定理

 假设单元体处于平衡状态，则绕单元体轴向的
合力矩一定为零，则

zyyz  yxxy   zxxz  

过一点的两个正交面
上,如果有与相交边垂
直的剪应力分量,则两
个面上的这两个剪应力
分量一定等值、方向相
对或相离
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 直角坐标系中斜截面上的应力
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l=cos(N,x) m=cos(N,y) n=cos(N,z)
 斜截面外法线单位向量 N=(l  m  n)

SABC=S SOBC=lS 

SOAC=mS SOAB=nS 

 斜截面四面体的表面积分别为

 四面体处于平衡状态，则  
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 例题说明

 已知某点应力张量为 
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求过该点与三个坐标轴等倾角的斜面

上的正应力σ和剪应力 值 



 由于斜面与三个坐标轴等倾角，所以
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 主平面

    当 向量v 位于某方向时，应
力总矢量垂直于ABC曲面，
且在该面上的剪应力为零。 
则向量v 称为主轴
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x
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z

O

px

py

pz

v
v

 主应力

    作用在主平面上（ABC面）

的法向应力v称为主应力

p



vx lp 

vy mp 

vz np 

 如果 v  为主应力，单位向量 v =(l  m  n)，则x、
y、z坐标轴方向的应力分量分别为px、py、pz
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1222  nml 由于 ，因此l、m、n不同时为零
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则三元齐次方程组的系数矩阵一定等于零
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展开方程组系数矩阵，可得应力状态特征方程
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应力张量不变量

I1、I2、I3分别称为应力张量的第一、第二、第三
不变量

应力状态特征方程



 张量：与坐标系选择无关的集合。当坐标系变换
时，集合的形式不改变

 在塑性成形理论中，应力、应变、力、速度等物
理量都是张量
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主应力：应力状态特征方程的三个实根一般用

1、 2 、3表示，即三个主应力满足

应力状态特征方程与坐标系的选取无关，应力
张量的第一、第二、第三不变量I1、I2、I3也不
随坐标而变化。

应力张量的第一、第二、第三不变量I1、I2、I3
还可以表示为
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 例题说明

 已知某点应力张量为 

求应力张量的第一、第二、第三不变量
I1、I2、I3
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正交直角坐标系

应力分量x 、 y 、 
z 、xy 、 yx 、 yz 、 
zy 、 zx 、 xz为点
的坐标（x，y，z）
的函数

体力分量为：fx 、 
fy 、 fz

微元体(不一定是
正六面体，有限体
积)处于平衡状态
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 应力张量

张量：与坐标系选择无关的集合。当坐标系
变换时，集合的形式不改变

在塑性成形理论中，应力、应变、力、速度
等物理量都是张量
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应力张量表示为

xy ＝ yx      yz ＝ zy        zx ＝ xz



例题说明
    单向拉伸时，拉伸应力为σ1，若选坐标系（x，

y，z），此时的应力张量为 
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当 zx 面绕 y 轴逆时轴旋
转30o后，在新坐标系（x’，
y’，z’）下，应力张量则
变为 



应力张量的6个分量的具体数值与坐标的
选择有关，然而其所代表的点的应力（单向
拉伸状态）却没有因坐标系的选择而改变
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在塑性力学中平均应力只引起体积改变，而
不引起形状改变，故可将应力张量进行分解
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 平均应力m

m和0也称为应力球张量，与坐标轴选择无
关，与材料体积变形有关
应力球张量表示静水应力状态
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 应力偏张量
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ijσ      称为应力偏张量，它是一个对称张量

应力偏张量与材料形状变形有关，与塑性变形有关



 应力偏张量不变量

 类似于应力张量，应力偏张量的特征状态方程
可以表示为
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应力偏张量不变量分别为

0)()()( 



mzmymx

zyx1

σσσσσσ
σσσI

)]()()()[(
6
1 222222

222
2

zxyzxyxzzyyx

zxyzxyxzzyyx

τττσσσσσσ

τττσσσσσσI







mzzyzx

yzmyyx

xzxymx

xyzzxyyzxzxyzxyzyx

σσττ
τσστ
ττσσ

τστστστττσσσI







 222
3 2

3213

2
13

2
32

2
212

1

])()()[(
6
1
0

σσσI

σσσσσσI

I






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 应变

线应变（正应变）

表示线长度的相对伸长或缩短量。伸长为正
值，缩短为负值

切应变（剪应变）

表示角度变化的量。角度减小为正值，角度
增加为负值
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线应变（正应变）
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线应变分量 zyx  ,,

角应变（剪应变）

xzzxzyyzyxxy   ,,

角应变分量

小应变，一般不超过10-2

数量级



xzzxzyyzyxxy   ,,

角应变分量互等

xyγ
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yxxy γγ 

刚体转动

由剪应力互等定理可得



 工程应变

变形前后尺寸变化量与变形前尺寸之比，通常用
百分数表示

假设l0为物体中两质点变形前的尺寸，ln为变
形后尺寸，则工程应变表示为
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工程应变一般适用于变形程度较小的情况，当
变形程度较大时，工程应变不足以反映物体的实
际变形过程。这时要采用对数应变。



工程应变



对数应变

在实际变形过程中，假设物体中两质点的距离由
变形前的 l0 经过 n 个变形过程后变为 ln ，则总
应变量可近似为 n 个无限小的相对应变之和，即
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当 n 无限增大时，则总的应变量为
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 称为对数应变，它反映了物体变形的实际情况



 当变形比较大时，工程应变不能反映变形的实际
情况；

 当材料变形程度很小（<10%）时，工程应变近似
等于对数应变，当材料变形程度比较大时，变形
程度越大，二者相差越大；

 对数应变具有可加性，而工程应变不具有可加
性；

某物从原长l0→l1→l2→l3，总工程应变为
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而各阶段的工程应变为 
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显然  ε≠ε1+ε2+ε3 
各阶段的自然应变为 

0

1
1 ln

l
l


1

2
2 ln

l
l


2

3
3 ln

l
l




0

3

210

321

2

3

1

2

0

1
321 lnlnlnlnln

l
l

lll
lll

l
l

l
l

l
l



 对数应变为可比应变，工程应变为不可比应变

若某物体由l0拉长一倍后变为2l0，其工程应变为 
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若该物体缩短一倍，变为0.5l0，其工程应变为 
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拉长一倍与缩短一倍，物体的变形程度应该是一样
的（体积不变）。然而如用工程应变表示拉压的变
形程度，则数值相差悬殊，失去可以比较的性质 



用自然应变表示拉压两种不同性质的变形程
度，具有可以比较的性质 

拉长一倍 

缩短一倍 

%692ln2ln
0

0 
l
l

拉

%69
2
1ln5.0ln

0

0 
l

l
压

 工程应变计算简单。对数应变必须查找自然对
数，在使用上不方便，除了要求计算精度较高
的情况外，通常采用工程应变。
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 三维问题几何方程

柯西方程
位移与应变关系



 平面问题几何方程
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二维问题的位
移与应变关系

平面应力/应变
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 轴对问题几何方程
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 设单元体的初始边长为dx，dy，dz，体积为
V0=dx·dt·dz ；

 小变形时，可以认为只有正应变才引起边长
和体积的变化，而切应变引起的边长和体积
变化可以忽略，变形后单元体的体积为：

 单元体的体积变化率为 

dxdydzdzdydxV zyxzyx )1()1()1()1(1  
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 实验结果

 金属塑性变形时，体积变化是由弹性变形引起的

 当外力卸载后，体积恢复，而且弹性变形引起的
体积变化相对于塑性变形也是很小的

 例如，钢球在10000个大气压下，体积缩小仅仅为
2.2%，当释放到标准大气压后，钢球的体积又恢
复到初始大小。说明钢球体积缩小是由弹性变形
引起的。



 弹性变形时，体积变化率需要考虑

 塑性变形时，虽然体积也有微量变化，但与
塑性应变相比是很小的，可以忽略不计。因
此，一般认为塑性变形时体积不变 

0 zyx 

 常作为对塑性成形过程进行力学分析的一种
前提条件，是金属塑性成形原理的基本假设
之一

 可用于工艺设计中计算原毛坯的体积

0321  



 应变张量
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 定义剪应变分量xy、 yz、 zx
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 应变张量

 应变分量 x 、 y 、 z 、 xy 、 yz 、  zx 满足张量
的性质，构成应变张量
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 应变主平面

    当 向量v 位于某方向时，应
变总矢量垂直于ABC曲面，
且在该面上的剪应变为零， 
ABC曲面称为应变主平面。 
向量v 称为主轴

A
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C

x

y

z

O

ex

ey

ez

v
 v

 主应变

    作用在主平面上ABC的法向

应变 v

e
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 主应变
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应变张量ij的三个主应变 （假设）

                 1＞  2＞  3 



 主应变
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 应变状态特征方程
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主应变：状态特征方程的三个实根 321 ε   ,ε   ,ε

 应变张量不变量 321 ,, III 
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 应变张量不变量可用主应变表示

 塑性变形时，如果体积保持不变（材料不可
压缩），则 I’1=0

 一般三个主应变，  1＞  2＞  3 
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 应变张量可以分解为
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 应变球张量（平均应变 m）

体积不可压缩时，平均应变 m= 0 



 应变偏张量
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 应变偏张量描述单元体形状变化

 当体积不可压缩时平均应变 m= 0 ，则

ijij εε 
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 等效应变（应变强度）

等效应变是一个不变量；

等效应变在数值上等于单向均匀拉伸（或压缩）
时的拉伸（或压缩）方向上的正应变



全量应变的大小与变形路径有关，只有确定的应

变路径，才能确定全量应变的大小；

塑性变形是不可恢复的，单元体每经过一次加载

产生的塑性变形在卸载之后仍然保留下来；

当温度较高或成形速度较快的条件下，应变变化

率对金属成形有较大的影响；

金属塑性加工属于塑性大应变问题，只研究全量

应变不能准确反映成形过程的物理量变化；

因此有必要研究应变随时间变化规律，即应变率



 应变率

    单位时间内应变值的变化量
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 几何关系



 应变率分量与速度的几何关系
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 应变增量

在变形过程中，物体内各点都处于运动状态，
假设某一时刻 t ，速度分量

w,  v,  u or    vvv zyx     ,  ,

速度分量是x, y, z, t 的函数，在无限小时段dt内
产生的位移增量为

dtwdt,  dwvdt,  dvudu  

由du、dv、dw位移增量引起的应变称为应变增量



 应变增量
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应变增量的具体表达形式



 应变增量张量
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 应变协调方程（相容方程）

A B

C D

A
B

C
D



变形前是连续的，变形后仍然是连续的。不
允许出现裂纹或发生重叠现象；

为保证变形前后物体的连续性，应变之间必
然存在某种关系，描述这种关系的数学表达
式就是应变协调方程；

 应变协调方程（相容方程）



几何方程

 应变协调方程（相容方程）
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 应变协调方程（相容方程）

εx 对y求两次偏导数，可得 
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 应变协调方程（相容方程）



 应变协调方程（相容方程）

y
u

x
v

xy 








z
v

y
w

yz 








x
w

z
u

zx 








剪应变 xy、 yz、 zx分别对z、x、y 求偏导数 
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 应变协调方程（相容方程）
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 应变协调方程（相容方程）
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应变协调方程一共6个方程 



 应变协调方程（相容方程）



 平面问题应变协调方程（相容方程）

平面问题应变协调方程可以由三维情况退化，

由于平面问题只有εx、 εy、 xy 三个应变分量
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轴对称问题应变协调方程可以由三维情况退化
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 屈服准则

 描述不同应力状态下变形体内某点由弹性状态
进入塑性状态，并使塑性变形状态持续进行所
必须遵守的条件

 屈服准则也称为塑性条件或屈服条件

 对于单向拉伸问题，变形体由弹性变形状态进

入塑性变形状态，此时屈服准则为  = s

 对于任意应力状态，描述变形体应力状态需要
6个应力分量（或3个主应力分量），应力状态
非常复杂，因此描述材料由弹性变形状态进入
塑性变形状态的判据只是一种假设



 简单拉伸
名义应力
名义应变
曲线

O

A

B
C

D







 简单拉伸实验



O

A

B
C

D





p

s (0.2)

bp称为比例极限

 简单拉伸实验

s称为屈服应力
如果材料没有明
显的屈服点，规
定残余应变的
0.2%时的工程应
力为屈服应力

b称为强度极限

颈缩阶段



 塑性变形的加载与卸载





O

A

B
C

D

弹性加载

重新屈服

瞬时屈服
应力






 塑性变形的加载与卸载路径简化

由于卸载和再加
载路径非常相近，
而且都属于弹性
变形，为了求解
塑性成形问题方
便，假设卸载和
再加载路径完全
重合，且为线性
弹性变形



 包辛格效应(Bauschinger)





s

s

0.2

0.2

拉伸变形

压缩变形 t

t

n

m
在反向加载后使屈服应
力降低的现象称为包辛
格效应

一般材料的包辛格效应
不明显，考虑它会使塑
性问题求解更加复杂

对于反复加卸载问题，
一般应该考虑包辛效应



 简单拉伸实验结果分析结论：

 在单向应力状态下，材料由弹性状态初次进入塑
性状态的条件是: 

   当作用在变形体上应力等于材料的初始屈服应力

 当应力小于材料的初始屈服应力时，材料处于弹
状态

 当应力大于等于材料的初始屈服应力时，材料开
始进入塑性状态



 简单拉伸实验结果分析结论：

 塑性变形是不可逆的

 材料进入塑性状态后，应力与应变之间的关系是
非线性的，不再保持弹性阶段的单值对应关系，
而与加载历史有关

 对于同一个应力数值，可以有很多不同的应变数
值与之对应，同样，对于同一个应变数值，也可
以有许多不同的应力数值与之对应



 对于具有应变硬化的材料，进入塑性状态后卸
载并重新加载时，材料由弹性状态进入塑性状
态的条件是作用在变形体上的应力等于瞬时屈
服应力

 当重新加载时的应力小于材料的瞬时屈服应力
时，材料处于弹性状态；当应力大于材料的瞬
时屈服应力时，材料会重新屈服进入塑性状态

 简单拉伸实验结果与材料的组织状态、变形温
度、应变速率等因素有关，这些因素在特定的
条件下可以忽略



 材料处于单向应力状态时，只要单向应力达到某
一数值（屈服应力），材料即行屈服，进入塑性
状态

 简单拉伸实验的结果可以推广到复杂应力状态

 对于任意应力状态下的屈服准则，不可能用一般
的实验方法来确定材料是否进入塑性状态。因此，
对于任意的应力状态，描述物体由弹性变形状态
进入塑性变形状态的判据是一种假设 



 在复杂应力状态下，显然不能仅用其中某一、
二个应力分量的数值来判断材料是否进入塑
性状态，而必须同时考虑所有的应力分量

 研究表明，只有当各应力分量满足一定的关
系时，材料才能进入塑性状态，这种关系称
为屈服准则 



 屈服准则的一般形式

在任意应力状态下，不同应力分量之间的组
合对材料屈服的影响，可以用统一的数学表达
式描述

C)( ijσf

C是与材料的力学性能参数有关常数

ij是应力张量

Czxyzxyzyx ),,,,,( τττσσσf



 假设材料初始是各向同性的，屈服准则与坐标轴选
取无关。在应力状态中，与坐标轴选取无关的是主
应力和应力张量的三个不变量，因此屈服准则也可
表示为

C),,( 321 σσσf C),,( 321 IIIf
静水压力实验表明，材料在很高的静水压力作用下
的体积变化很小，而且体积的变化是弹性的。因此
可以认为静水压力对材料的屈服没有影响，也就是
应力球张量与材料的屈服无关，即与应力张量第一
主变量I1无关

C),( 32 IIf



C),,( 321 σσσf

 屈服准则的一般形式为

C),( 32 IIf
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当主应力空间内任意一点的应力位于圆柱面以内
时，该点处于弹性状态，当该点位于圆柱面上时，
则该点处于塑性状态；

对于理想塑性材料来说，P点不可能位于圆柱面之
外；

屈服表面与垂直于等倾轴OE的任意平面的交线都
是相同的，这些交线称为屈服轨迹；

过原点O且与等倾轴OE垂直的平面，称为平面；

平面上的平均应力为零；
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3 

同理，屈服轨迹也对称于BB’

和CC’的垂线MM’和NN’

屈服轨迹至少存在6条
对称轴，6条对称轴将屈
服轨迹平分为12等份，
每一等份为30度
只要确定了30度
范围内的屈服轨迹，
就可以根据对称关
系确定整个屈服轨
迹



 对于各向同性的材料，经实践检验并被普遍接
受的屈服准则有两个：Tresca屈服准则和
Mises屈服准则 

 Tresca屈服准则（1864年法国H.Tresca ） 

C )(
2
1

31max 

Tresca屈服准则又称为最大剪应力准则

1和3为第一主应力和第三主应力， 且1 >3

C可通过单向拉伸或纯剪切实验确定，与应力
状态无关 





 C 可通过实验确定

 简单拉伸实验

  当拉伸试样屈服时， 2=3=0，1=s，则

 max =0.5(1 -3)=0.5s=C
    因此，Tresca屈服准则的数学表达式为 

                                 1 -3= s





 薄壁管扭转实验（纯剪应力作用）

  当扭转试样屈服时， 1=-3= = k，则

 max = 0.5(1 -3)= k =0.5s=C
  因而

               C = k = 0.5s 

    其中 k 为剪切强度极限





 如果不知道主应力大小次序时，Tresca屈服准
则的普遍表达式为
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三个等式中，只要其中任何一式得满足，材料
就开始进入屈服 



 Mises注意到Tresca屈服准则未考虑到中间主
应力的影响，且在主应力大小次序不明确的情
况下难以正确选用，于是从纯数学的观点出发，

建议采用如下的屈服准则 
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或用主应力表示为

C1由材料在变形条件下的性质确定，与应力状态无关 



 C1可通过实验确定

 简单拉伸实验

 当拉伸试样屈服时， 2=3=0，1=s，则

                     



1
2222

13
2

32
2

21 3
1][

6
1])()()[(

6
1 Csss  

3

2

1
sC 





 C1可通过实验确定
 薄壁管扭转实验（纯剪应力作用）

  当扭转试样屈服时， 1=-3= = k，则


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因而    C1= 2 = k2 =1/3s
2 ，其中 k 为剪切强度极限



 Mises屈服准则是统一的方程式，既考虑了中
间主应力的影响，且无需事先区分主应力的大

小次序 
 Mises在提出上述准则时，并没有考虑到它所
代表的物理意义。但实验结果却表明，对于塑

性金属材料，这个准则更符合实际 



 Mises 屈服准则与等效应力    的关系σ
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 为了说明Mises屈服准则的物理意义，Hencky
（汉基 ）证明 Mises屈服准则又可以表述为:

    材料质点屈服的条件是其单位体积的弹性形状变
化能达到某个临界值；该临界值只取决于材料在
变形条件下的性质，而与应力状态无关。故此，

Mises屈服准则又称为弹性形状变化能准则 
 Nadai(1937)对Mises方程作了另一个解释，他认
为当八面体剪应力 8达到某一常数时，材料即开

始进入塑性状态。即 
SC 
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 伊留辛认为当等效应力（应力强度）等于单向

拉伸的屈服极限 s时，即 

       s  2
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32
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1

材料便进入塑性状态 

伊留辛把复杂应力状态的应力强度与单向拉伸

的屈服极限 s联系起来，对于建立小弹塑性变形
理论，具有重要意义 
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 平面
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 两个屈服准则的联系

 由于假设材料是各向同性的，材料的拉伸屈服
应力与压缩屈服应力相同，因此通过单拉（压
缩）实验（或者纯剪切实验）可以确定主应力

空间的六个点     ，也可以对应地在 平面上得
到六个点， Tresca屈服轨迹是将六个点依次用
直线连接起来，Mises屈服轨迹是通过六个点
的圆，这样就可以将两种屈服准则联系起来。

 两种联系方法：一种方法是假定两个屈服准
则所预测的单拉屈服应力相同，另一种是假
定两个屈服准则所预测的剪切应力相同
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 假定两个屈服准则所预测的剪切屈服应力相同

    这种方法是采用纯剪切实验确定两种屈服准则中
的常数C。

    由此所确定的两种屈服准则在  平面内的屈服轨
迹为Mises屈服轨迹为Tresca屈服轨迹的内接圆
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与实验数据的比较
 两个屈服准则是否正确，必须进行实验验证，
实验结果的好坏才是标价其唯一标准。常用的
实验方法有两种：

 薄壁管承受轴向拉力和扭矩作用

 薄壁管承受轴向拉力和内压力（液压）作用
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Tresca



 薄壁管承受轴向拉力P和内压力p作用

 1926年Lode对铜、铝、低碳钢薄壁管进行了轴向
拉力P和内压力p复合加载实验

实验结果表明实验数据更接近Mises屈服准则

P
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p

0.0 1.0-1.0

1.0

1.2

Tresca

Mises  钢
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 /s

 /s



2k =1.155s



 前面讨论的屈服准则只适用于各向同性的理想塑
性材料，即塑性变形过程中，屈服表面或屈服轨
迹保持不变；

 对于应变硬化材料，初始屈服可以认为仍服从前
面讨论的屈服准则，但当材料产生应变硬化后，
屈服准则将发生变化，在变形过程中的某一瞬时，
都存在后继瞬时屈服表面或屈服轨迹；

 假设材料应变硬化后，仍保持各向同性假设，其
屈服轨迹的中心位置和屈服轨迹的形状都保持不

变。即 平面上的屈服轨迹仍保持为圆形或正六
边形。



 理想塑性材料假设的含义是材料塑性变形过程
中，屈服表面或屈服轨迹保持不变
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 各向同性硬化假设的含义是屈服函数保持不变，

只是用瞬时屈服应力y代替初始屈服应力s
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 应变硬化（加工硬化）材料的后继屈服轨迹在
初始屈服轨迹的基础上均匀膨胀

 Mises屈服轨迹为一族同心圆， Tresca屈服轨
迹为一族同心正六边形

1  2 
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3 



 材料塑性应力与应变关系称为材料塑性本构关

系，其数学表达式称为本构方程，也称为物理

方程

 材料塑性变形时，应力不仅与应变有关，还与

材料变形历史、组织结构等因素有关，应力与

应变的关系是一个等效关系

 材料塑性变形时的应力与应变关系，可以归结

为等效应力与等效应变之间的关系

)( f



 实验结果表明，按不同应力组合得到的等效应

力——等效应变曲线基本相同

 通常可以假设，对于同一种材料，在变形条件

相同的条件下，等效应力与等效应变曲线是单

一的，称为单一曲线假设

 因此，可以采用最简单的实验方法来确定材料

的等效应力——等效应变曲线



 常用实验方法有三种
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 简单拉伸的名义应力——名义应变曲线
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 简单拉伸的真应力——真应变曲线
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 简单拉伸的真应力——真应变曲线
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 一般由实验得到的真应力——真应变曲线（等
效应力——等效应变曲线）比较复杂，不能用
简单的函数形式来描述，在应用方面也不方便。
因此通常都将实验得到的曲线进行合理的简化
处理成可以用某种函数表达的形式

 主要等效应力——等效应变简化模型

 理想弹塑性材料模型

 理想刚塑性材料模型

 幂指数硬化（强化）材料模型

 刚塑性非线性硬化材料模型

 弹塑性线性硬化材料模型

 刚塑性线性硬化材料模型



 理想弹塑性材料模型

    理想弹塑性材料模型
的特点是应力达到屈
服应力前，应力与应
变呈线性关系，应力
达到屈服应力之后，
保持为常数
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 理想刚塑性材料模型

    理想刚塑性材料模型
的特点是忽略材料的
强化和弹性变形，数
学表达式为

s 



 幂指数硬化材料模型

    幂指数硬化材料模型
的数学表达式为
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 刚塑性硬化材料模型

    刚塑性非线性硬化材
料模型的数学表达式
为

m
s k  1



 弹塑性线性硬化材料
模型

    弹塑性线性硬化材料
模型的数学表达式为
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 刚塑性线性硬化材料
模型

    如果弹性变形可以忽
略，材料的硬化认为
是线性的。其数学表
达式为
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 广义虎克定律
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 广义虎克定律的张量表达式 
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 在塑性变形范围内，材料应力与应变的关系是

非线性的，与加载历史或应变路径有关。因此

用增量理论近似地描述加载历史和复杂的应变

路径

 由于塑性变形比较复杂，历史上有许多学者提

出了各种不同的本构理论

 应用广泛的有Levy-Mises理论和Prandtl-
Reuss理论

 增量本构理论又称为流动理论



 Levy—Mises理论 
     材料为理想刚塑性材料，即弹性应变增量为
零，塑性应变增量就是总应变增量；

     材料服从Mises屈服准则，即               ；
     塑性变形时体积不变，即应变增量张量就是
应变增量偏张量；

s 

 dd ijij 






















zxzxyxzz

yzyzxzyy

xyxyzyxx

dddd

dddd

dddd







)];(
2
1[

3
2

)];(
2
1[

3
2

)];(
2
1[

3
2

 Levy—Mises理论 
 dd ijij 



 Levy—Mises理论 
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 Levy—Mises理论 
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 Levy—Mises理论 
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 Prandtl-Reuss理论 
 Levy—Mises理论没有考虑弹性变形的影响，
仅适用于大塑性变形问题。对于塑性变形量较
小，弹性变形不可忽略，以及求解弹性回复和
残余应力问题时不宜采用Levy—Mises理论

 Prandtl于1924年提出了平面应变情况下理想
弹塑性材料的本构关系

 Reuss在1930年也独立提出了该理论，并将其
推广到一般情况

 通常将它称为Prandtl-Reuss理论 



 Prandtl-Reuss理论 
 Prandtl-Reuss理论考虑了弹性变形部分，将
总的应变增量dij分解为弹性应变增量dij
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 Prandtl-Reuss理论 
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 材料增量本构理论虽然比较严谨，与实际情况比

较接近。但是在实际应用时需要沿加载路径积分，

从工程应用的角度讲是不方便的

 许多学者（例如Hencky、Nadai、伊留申）相

继提出了描述应力与全量应变之间的关系，称为

全量理论，也称为形变理论

 其中伊留申提出的全量理论较为实用

 伊留申指出，在塑性变形时，只有满足简单加载

（也称为比例加载）条件时，才可以建立材料全

量本构理论



 简单加载

      指在加载过程中，所有的外力从一开始就按同
一比例增加

 为了建立全量理论，需要提出以下几点假设：

   应力主方向与应变主方向是重合的；

   塑性变形时体积保持不变；

   应力偏量分量与应变偏量分量成比例；

   等效应力是等效应变的函数，对于不同材料这
个函数都可以通过实验来确定：
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 根据以上假设，可以写出如下方程
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 将上式正应变两两相减，并将切应变的表达式
一起写出
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 再利用等效应力和等效应变公式
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 全量形变理论可以表示为



 主应力法

 滑移线法

 上限法

特殊问题

平面应变，轴对称，平面应力等

简化模型

简化边界，简化物理模型，简化几何模型

近似解析

求解过程简化



 主应力法

    主应力法是求解塑性加工问题的一种比较常用
的解析方法。又称为切块法，初等解析法，力
平衡法等

 假设材料均匀变形；

 将偏微分应力平衡方程简化为常微分应力平衡
方程；

 将二次方程的Mises屈服准则简化为线性方
程；

 最后归结为求解一阶常微分应力平衡方程问题。
优点是数学运算简单，可以确定材料参数、变
形几何体尺寸、摩擦等对成形的影响



 主应力法的基本原理

 假设材料变形是均匀的，变形状态属于平面应变
或轴对称问题；

 在平面应变条件下，变形前为平截面变形后仍为
平截面，且与原平截面平行

 在轴对称条件下，变形前的圆柱面在变形后仍为
圆柱面，且与原圆柱面同轴

 对于形状复杂的变形体，可以根据变形体流动规
律，将其分成若干部分，对每一部分都近似地按
平面应变或轴对称问题处理，最后再拼合在一起，
就可以得到整个问题的解



 主应力法的基本原理

 根据变形体的塑性流动规律切取单元体，单元体

包含接触表面在内；

 通常所切取的单元体高度等于变形区的高度，将

切面上的正应力假设为均匀分布的主应力

 正应力的分布只随单一坐标变化，就可以将偏微

分应力平衡方程简化为常微分应力平衡方程



 主应力法的基本原理

 在应用Mises屈服准则时，忽略切应力和摩擦切应

力的影响，将Mises屈服准则简化为线性方程；

 对于平面应变问题，习惯用剪切屈服强度k表示

 x - y = 2k   或   x - y = -2k 

 对于轴对称问题，习惯用屈服应力s表示

r - z = s 或   x - y = -s 



 主应力法的基本原理

 接触表面上的摩擦切应力分布采用简单的模型

 库仑摩擦模型

接触表面上任意点的摩擦切应力与正压应力成正比

f =  n 

     为摩擦系数

 常摩擦力模型

f = mk 

    m为摩擦因子，0<m<1， k为剪切屈服强度


