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①①恒等操作恒等操作（（IdentityIdentity，，又称单位操作）又称单位操作）
这操作后与没有操作一样，从旋转的角度看，从旋转的角度看， n=1，θ=22ππ。。

所以所以国际符号是国际符号是11，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是EE。。合在一起记作合在一起记作1(1(EE))。。它的它的
操作矩阵就是单位矩阵：操作矩阵就是单位矩阵：
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②②二次轴二次轴
nn=2=2，，θθ==ππ，，国际符号是国际符号是22，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC22，，合在一起记作合在一起记作

2(C2(C22))。。
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连续进行两次二次旋转轴操作，即2⋅2=22或C2⋅C2=C2
2，所得结果

是恒等操作:

③③三次轴三次轴
nn=3=3，，θθ=2=2ππ/3/3，，国际符号是国际符号是33，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC33，，合在一起记作合在一起记作3(C3(C33))。。
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因为三次旋转轴也常选用仿射坐标系：a1、
a2轴的单位矢量长度相同夹角为120o，a1、a2轴
都垂直于c轴 。

在这种坐标下以c轴作三次旋转轴的变换矩阵为
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④④四次轴四次轴 nn=4=4，，θθ==ππ/2/2，，国际符号是国际符号是44，熊夫利斯符号是，熊夫利斯符号是CC44，，合在一起合在一起
记作记作 4(C4(C44))。。
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⑤⑤六次轴六次轴
nn=6=6，，θθ==ππ/3/3，，国际符号国际符号66，熊夫利斯符号，熊夫利斯符号CC66，，合在一起记作合在一起记作6(C6(C66))。。
由于六次轴与三次轴的相似性，也采用描述三次轴的的坐标系，由于六次轴与三次轴的相似性，也采用描述三次轴的的坐标系，
这时以这时以cc轴为六次旋转轴的变换矩阵为：轴为六次旋转轴的变换矩阵为：
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平面反映（又称镜象反映）平面反映（又称镜象反映）

操作过程中，在操作过程中，在镜面镜面（（Mirror PlaneMirror Plane））上所有点都不动，所以镜面上所有点都不动，所以镜面
就是对称元素。国际符号是就是对称元素。国际符号是mm，，熊夫利斯符号是熊夫利斯符号是σσ，合在一起记作，合在一起记作
mm((σσ))。。镜面的熊夫利斯符号镜面的熊夫利斯符号σσ通常还带有下标。通常还带有下标。垂直垂直于主轴的镜面于主轴的镜面
记为记为σσhh，，包含包含主轴并包含另一轴的镜面记为主轴并包含另一轴的镜面记为σσvv；；包含主轴并包含其包含主轴并包含其
它两个轴的对角线的镜面记为它两个轴的对角线的镜面记为σσdd。。

镜面操作结果使镜面操作结果使手性相反手性相反。。右手与左手的这一关系称为右手与左手的这一关系称为对形关系对形关系。。
旋转操作永远不能使右手系和左手系相互交换而彼此等价。如果旋转操作永远不能使右手系和左手系相互交换而彼此等价。如果
两个物体具有相同的手性，称它们彼此两个物体具有相同的手性，称它们彼此同宇同宇（（CongruentCongruent）），，否则否则
是非同宇的是非同宇的。。
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反演反演（（InversionInversion，，亦称亦称对称中心对称中心Centre of SymmetryCentre of Symmetry））

某一点过规定的某一点过规定的中心点中心点连线并延伸，延伸到和原来点到中心点连线并延伸，延伸到和原来点到中心点
距离相等的距离处取一点，这两个点与规定的中心点具有反演对距离相等的距离处取一点，这两个点与规定的中心点具有反演对
称关系。称关系。

反演操作的国际符号是反演操作的国际符号是 1 ，熊夫利斯符号是i，合在一起记作 )(1 i 。

如果坐标原点放在对称中心点，则反演的变换矩阵是：
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注意，这种操作结果是非同宇的注意，这种操作结果是非同宇的 。。
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旋转反演旋转反演（（非真旋转非真旋转））

由两种不同的操作复合而成，有由两种不同的操作复合而成，有国际方案和熊夫利斯方案两国际方案和熊夫利斯方案两
种操作方法。我们主要介绍国际方案。种操作方法。我们主要介绍国际方案。

国际方案中，操作过程是先进行国际方案中，操作过程是先进行nn((CCnn))旋转操作，接着再进行旋转操作，接着再进行
反演操作，反演操作，这种复合操作是非同宇的这种复合操作是非同宇的。把这种复合操作写成两个。把这种复合操作写成两个
操作的乘积（先操作的符号写在后面），即操作的乘积（先操作的符号写在后面），即⎯⎯11nn((iCiCnn))。。用简略的国用简略的国
际符号代替际符号代替⎯⎯11nn，，写成写成⎯⎯nn，，熊夫利斯符号写成熊夫利斯符号写成IInn。。

⎯⎯1(i)1(i)就是反演操作，而就是反演操作，而nn=2=2时，是镜象操作，时，是镜象操作，⎯⎯2=2=mm((σσ))。。

⎯4，⎯6可类推。

1.41.4 晶系及点阵几何晶系及点阵几何

晶体点阵的初基单胞周期平移必须填满整个空间。为此，晶体点阵的初基单胞周期平移必须填满整个空间。为此，旋旋
转轴次转轴次((非真旋转轴次非真旋转轴次))只能是只能是11、、22、、33、、44和和66五种五种。下面证明这一点。。下面证明这一点。

mtttt =+−= θcos2'

得得 2
)1(cos m−

=θ

mm是整数，是整数，(1(1−−mm)=)=MM也是整数。也是整数。
θθ角在角在00°°～～180180°°之间，之间，
即即coscosθθ在在−−11和和+1+1之间，而之间，而

1cos ≤θ 。则。则 2≤M

于是于是MM只能只能是是−−22、、−−11、、00，、，、11、、+2+2几种值。几种值。
θθ值则分别为值则分别为ππ、、22ππ/3/3、、ππ/2/2、、ππ/3/3、、00。。
所以，旋转轴次所以，旋转轴次nn=2=2ππ//θθ只能是只能是22、、33、、44、、66、、11等几种。等几种。

可以有无限多种划分单胞的方式。可以有无限多种划分单胞的方式。

以前已经讨论过选取初基单胞的原则。在这里突出强调的是，以前已经讨论过选取初基单胞的原则。在这里突出强调的是，

最重要和最首要的原则是这个单胞必须能最重要和最首要的原则是这个单胞必须能充分地反映出空间点充分地反映出空间点
阵的阵的对称性对称性。在满足这个条件的前提下，再使单胞的棱和。在满足这个条件的前提下，再使单胞的棱和
棱之间的角度尽可能为棱之间的角度尽可能为直角直角，最后考虑选取单胞的，最后考虑选取单胞的体积最体积最
小小。。这些原则是法国晶体学家布喇菲这些原则是法国晶体学家布喇菲（（A.BravaisA.Bravais））提出来的。提出来的。

根据布喇菲的这些原则，首先根据布喇菲的这些原则，首先把旋转对称应用到点阵上，把旋转对称应用到点阵上，
讨论它对单胞点阵常数的限制，从而得到七种讨论它对单胞点阵常数的限制，从而得到七种晶系晶系（（Crystal Crystal 

SystemsSystems）），，但是，这七种晶系只是对晶体作的最粗略的分类。同一但是，这七种晶系只是对晶体作的最粗略的分类。同一

晶系的晶体，不管其微观对称性的高低，它们相应的点阵的对称性晶系的晶体，不管其微观对称性的高低，它们相应的点阵的对称性
是一样的。是一样的。

下面按对称操作导出七种晶系。下面按对称操作导出七种晶系。

1.4.11.4.1 空间点阵类型（晶系）空间点阵类型（晶系）

①①三斜晶系三斜晶系（（Triclinic SystemTriclinic System））

除了除了1(1(EE))或或⎯⎯1(I)1(I)之外单胞再没有之外单胞再没有
其它的旋转对称性，在这种情况其它的旋转对称性，在这种情况
下，单胞各个轴都不具有对称性，下，单胞各个轴都不具有对称性，
轴之间也无任何固定关系，所以单轴之间也无任何固定关系，所以单
胞的几何形状没有特别的限制，点胞的几何形状没有特别的限制，点
阵常数间的关系为阵常数间的关系为

γβα ≠≠≠≠ cba

②②单斜晶系（单斜晶系（Monoclinic SystemMonoclinic System））

这种晶系的对称元素是二次旋转轴这种晶系的对称元素是二次旋转轴2(2(CC22))或镜面或镜面mm((σσ))。。若把对若把对
称轴放在单胞的称轴放在单胞的cc方向，称方向，称第一种定向第一种定向；若把对称轴放在单胞的；若把对称轴放在单胞的bb
方向，称方向，称第二种定向第二种定向。。
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点阵常数间的关系为：点阵常数间的关系为：

βγα

γβα

≠==≠≠

≠==≠≠
0

0

90

90

cba

cba

第二定向

第一定向

第一种定向时二次旋转轴加到单胞上所带来的第一种定向时二次旋转轴加到单胞上所带来的限制限制。。

cad n== βcos2

如果如果nn=0=0，，ββ就等于就等于ππ//22，，按单胞选轴的原则，所选的轴就是真实晶系按单胞选轴的原则，所选的轴就是真实晶系
的的aa轴。轴。

若若nn=1=1，则，则dd==cc。。从原点从原点OO沿沿cc轴引轴引dd长度到长度到MM点，点，MM点应是阵点。由点应是阵点。由MM向向
aa’’端点引线并延伸相同距离到端点引线并延伸相同距离到NN点，点，NN点也应是阵点。很容易看出点也应是阵点。很容易看出ONON
和和cc垂直。按单胞选轴原则，应选垂直。按单胞选轴原则，应选ONON作真实晶系的作真实晶系的aa而不是开始选的而不是开始选的
那个那个““aa””轴，因而轴，因而aa和和cc垂直。垂直。

若若nn=2=2，则，则dd=2=2cc，，显然在显然在dd的中点的中点QQ应是一个阵点。因应是一个阵点。因OQOQ和和cc轴垂直，轴垂直，
根据选择单胞的原则，也应选根据选择单胞的原则，也应选OQOQ作真实的作真实的aa。。

式中n为整数

090; ===≠≠ γβαcba

正交晶系正交晶系((斜方晶系斜方晶系,,Orthogonal System））
在这种晶系中的对称元素有两个或在这种晶系中的对称元素有两个或

两个以上的两个以上的2(2(CC22))或或⎯⎯22轴（即镜面）。前轴（即镜面）。前
已说明，若晶胞的一个棱是二次轴，则已说明，若晶胞的一个棱是二次轴，则
它一定和晶胞的另外两个轴垂直，现在它一定和晶胞的另外两个轴垂直，现在
有两个放在单胞两个轴上的二次轴，很有两个放在单胞两个轴上的二次轴，很
显然，显然，必要求三个轴互相垂直必要求三个轴互相垂直。点阵常。点阵常
数间的关系为数间的关系为 ：：

④④四方晶系（正方晶系，四方晶系（正方晶系，Tetragonal SystemTetragonal System））
考察一个考察一个4(4(CC44))或一个或一个⎯⎯44操作对单胞的操作对单胞的

限制。把限制。把4(4(CC44))轴放在单胞的轴放在单胞的cc轴上，因为轴上，因为
4(4(CC44))隐含隐含2(2(CC22))，，从讨论单斜晶系知道，这从讨论单斜晶系知道，这
时的时的aa和和bb轴一定垂直于轴一定垂直于cc轴。为了不产生轴。为了不产生
多余的单胞轴，四次操作一定依次使多余的单胞轴，四次操作一定依次使aa转转
动到动到bb，，bb转动到转动到−−aa，，而而−−aa运动到运动到bb，，这就这就
要求要求aa和和bb轴垂直，并且这两个轴单位矢轴垂直，并且这两个轴单位矢
量的长度应相等。量的长度应相等。

090===≠= γβαcba

⑤⑤立方晶系（立方晶系（Cubic SystemCubic System））
从直观看，一个立方系的单胞就是一从直观看，一个立方系的单胞就是一

个立方体个立方体 。点阵常数间的关系为。点阵常数间的关系为 ：：

090===== γβαcba
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本质上，决定立方系的主要对称元素是四个在体对角线方向本质上，决定立方系的主要对称元素是四个在体对角线方向
的三次轴的三次轴3(3(CC33))。。立方系晶体中可以没有四次旋转对称，但一定不能立方系晶体中可以没有四次旋转对称，但一定不能
没有对角线的四个三次旋转对称没有对角线的四个三次旋转对称。。

这是一个属于立方系只有三次轴而这是一个属于立方系只有三次轴而
没有四次轴的形的例子。没有四次轴的形的例子。

下面给出证明：下面给出证明：
一个三次轴一个三次轴ODOD和矢量和矢量aa相交于相交于OO点。点。

因为因为ODOD为三次轴，所以必会导出另外为三次轴，所以必会导出另外
两个矢量两个矢量bb和和cc。。这三个矢量这三个矢量aa、、bb、、cc的长的长
度相等：度相等：aa==bb==cc；；它们与它们与ODOD间的夹角相间的夹角相
等：等：

∠∠AODAOD==∠∠BODBOD==∠∠CODCOD
它们间两两的夹角也相等它们间两两的夹角也相等

∠∠ AOCAOC==∠∠COBCOB==∠∠BOABOA
用用aa、、bb、、cc构成一平行六面体，即可以构成一平行六面体，即可以
构成一个单胞。构成一个单胞。

若单胞的另一体对角线若单胞的另一体对角线CECE也是一也是一
个三次轴，则个三次轴，则CFCF、、COCO和和CGCG的长度应相的长度应相
等，它们和三次轴等，它们和三次轴CECE间的夹角也应该间的夹角也应该
相等，很易相等，很易 知道：知道：

∠∠FCOFCO= = ∠∠ FCG= ∠∠ AOB=∠∠COACOA=90=90°°
即即 这是一个立方体。这是一个立方体。

由这两个三次轴，必然导出另外两个体对角线亦为三次轴。由这两个三次轴，必然导出另外两个体对角线亦为三次轴。
三次轴的组合，可以得到三个二次轴。但是，无论三次轴如何组三次轴的组合，可以得到三个二次轴。但是，无论三次轴如何组
合，也得不到四次轴。合，也得不到四次轴。所以，立方系晶体不一定有四次轴。相所以，立方系晶体不一定有四次轴。相
反，如果有三个互相垂直的四次轴，它们一定能组合出三次轴反，如果有三个互相垂直的四次轴，它们一定能组合出三次轴。。

⑥⑥六方晶系六方晶系（（Hexagonal SystemHexagonal System））

这种晶系具有单一的这种晶系具有单一的6(6(CC66)) ，，一般六次轴放在一般六次轴放在cc轴上。可以轴上。可以
证明，六方系的单胞的点阵常数遵循如下关系证明，六方系的单胞的点阵常数遵循如下关系

⑦⑦菱形晶系菱形晶系（（RhombohedralRhombohedral SystemSystem））

当具有单一的当具有单一的3(3(CC33))轴时，对称轴和单轴时，对称轴和单
胞的一个轴（设胞的一个轴（设aa轴）夹角为某一角度轴）夹角为某一角度αα，，
经经3(C3(C33))操作后产生另外两个轴，它们和轴操作后产生另外两个轴，它们和轴
夹角亦为夹角亦为αα并且长度相等。这三个轴构成并且长度相等。这三个轴构成
的六面体就是一个菱形单胞。的六面体就是一个菱形单胞。

°=°==≠= 12090 γβαcba

菱形晶系菱形晶系点阵常数间的关系为点阵常数间的关系为

γβα ==== cba
α=β=γ≠90 °a=b=c3(C3)菱方

α=β=90° , γ =120 °a=b≠c6（C6)六方

α=β=γ=90 °a=b=c四个3（C3)立方

α=β=γ=90 °a=b≠c4（C4)四方

α=β=γ=90 °a≠b≠c两个2（C2)正交

第一定向：α =β=90°≠γ
第二定向：α =γ=90°≠β

a≠b≠c2（C2)单斜

α≠β≠γa≠b≠c1（E)三斜

轴夹角关系轴长关系对称性晶系

七种晶系的对称性及点阵常数间的关系七种晶系的对称性及点阵常数间的关系
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把平移对称加入，即在这七种单胞中的特殊位置加入阵点，把平移对称加入，即在这七种单胞中的特殊位置加入阵点，
如果加入新的阵点后如果加入新的阵点后不破坏原来点阵的对称性，而且又构成新的不破坏原来点阵的对称性，而且又构成新的
点阵点阵，这就是一种，这就是一种新的布喇菲点阵新的布喇菲点阵。在初基单胞（。在初基单胞（PP单胞）中加入单胞）中加入
了新的阵点，它就变成了了新的阵点，它就变成了复式初基单胞复式初基单胞。。

只有在只有在PP单胞中的高对称位置上加入新的阵点才有可能不破坏单胞中的高对称位置上加入新的阵点才有可能不破坏
原来点阵的对称性，才有可能构成实际的新布喇菲点阵。构成新原来点阵的对称性，才有可能构成实际的新布喇菲点阵。构成新
布喇菲点阵的过程实际上就是布喇菲点阵的过程实际上就是点阵的有心化点阵的有心化（（Centering of LatticesCentering of Lattices））过过
程程。。

体心化体心化（（Body CenteringBody Centering））
把阵点加到把阵点加到((aa++bb++cc)/2)/2矢量矢量

端点上端点上。。这样的点阵用符号这样的点阵用符号II
表示，这种点阵的单胞含有两表示，这种点阵的单胞含有两
个阵点，它们的个阵点，它们的位置分别是位置分别是
(0,0,0)(0,0,0)及及(1/2,1/2,1/2)(1/2,1/2,1/2)。。

1.4.21.4.2 布喇菲点阵布喇菲点阵（（BravaisBravais LatticeLattice）） 面心化面心化（（Face CenteringFace Centering））
把三个新的阵点加进把三个新的阵点加进PP单胞每个面单胞每个面

的中心的中心,,即放在即放在((aa++bb)/2)/2，，((bb++cc)/2)/2和和((cc++aa)/2)/2矢矢
量的端点上量的端点上，，这样的点阵用符号这样的点阵用符号FF表示。表示。
这种点阵的单胞含有四个阵点，它们这种点阵的单胞含有四个阵点，它们
的位置分别是的位置分别是(0,0,0)(0,0,0)，，(0,1/2,1/2)(0,1/2,1/2)，，
(1/2,0,1/2)(1/2,0,1/2)，，(1/2,1/2,0)(1/2,1/2,0)。。

底心化底心化（（单面心化单面心化，，Base Centering, OneBase Centering, One--
Face CenteringFace Centering））

只在单胞的一对面（三对面中的只在单胞的一对面（三对面中的
一对）的中心上附加新阵点，这种点一对）的中心上附加新阵点，这种点
阵的单胞含有两个阵点。阵的单胞含有两个阵点。
加到加到abab面上，用符号面上，用符号CC表示，加到表示，加到bcbc面面
上，用符号上，用符号AA表示，加到表示，加到caca面上，用符面上，用符
号号BB表示。表示。

注意：不可能在两个独立面附加注意：不可能在两个独立面附加
阵点而构成点阵，即不会有双面阵点而构成点阵，即不会有双面
心的点阵。心的点阵。

AA和和BB这两个阵点的几何环境这两个阵点的几何环境
是不同的，它们不符合点阵条是不同的，它们不符合点阵条
件，所以并不可能形成点阵件，所以并不可能形成点阵。。

三斜系三斜系 这种晶系除了这种晶系除了1(1(EE))或或⎯⎯11外，无其它点对称性，其单胞的点外，无其它点对称性，其单胞的点
阵常数无任何限制。任何方式的有心化，最终也只构成三斜系点阵常数无任何限制。任何方式的有心化，最终也只构成三斜系点
阵，只不过它的单胞的棱长、棱夹角及单胞体积改变罢了。所阵，只不过它的单胞的棱长、棱夹角及单胞体积改变罢了。所
以，三斜晶系只有一种布喇菲点阵，以，三斜晶系只有一种布喇菲点阵，PP点阵。点阵。
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单斜系单斜系 采用第一种定向讨论，以采用第一种定向讨论，以cc轴作为唯一的轴作为唯一的2(2(CC22))轴。轴。
aa≠≠bb≠≠c     c     αα==ββ=90=90°≠°≠γγ

新单胞破坏了原新单胞破坏了原22
次轴的对称性次轴的对称性;;可以可以

是底心单胞是底心单胞 仍然是仍然是PP单胞单胞

同底心同底心

同底心同底心

单斜系只有单斜系只有PP单胞和不在与单胞和不在与单胞棱单胞棱
垂直的面上有心化的垂直的面上有心化的底心单胞底心单胞

在在单斜系单斜系中，如果在中，如果在和单胞棱垂直的面上有心化不可能和单胞棱垂直的面上有心化不可能
构成新的点阵，因为它仍然可以简化成构成新的点阵，因为它仍然可以简化成PP点阵。但是，在正交点阵。但是，在正交
系，由于有系，由于有αα==ββ==γγ==9090°°的限制，而的限制，而γγ’’并不等于并不等于9090°°，，故在故在和单胞棱和单胞棱
垂直的面上有心化后不能简化为垂直的面上有心化后不能简化为PP点阵，所以在任何面上的有点阵，所以在任何面上的有
心化都是新的点阵。心化都是新的点阵。

根据同样的理由，正交系的体心和根据同样的理由，正交系的体心和
面心有心化都不能简化为底心点阵，它面心有心化都不能简化为底心点阵，它
们都是新的点阵。们都是新的点阵。

正交系正交系 aa≠≠bb≠≠c     c     αα==ββ==γγ==9090°°

正交系中，除了正交系中，除了PP单胞外，无论体心有单胞外，无论体心有
心化和面心有心化都构成新的点阵。心化和面心有心化都构成新的点阵。

四方系 aa==bb≠≠c     c     αα==ββ==γγ==9090°°

可以简化为更小可以简化为更小
的的PP单胞单胞

如如连成一个连成一个PP单胞则破单胞则破
坏原来的对称性，所以坏原来的对称性，所以
II单胞是真实的单胞。单胞是真实的单胞。

同同体心体心

四方系可以有四方系可以有PP和和II点阵点阵

立方系立方系 aa==b=c     b=c     αα==ββ==γγ==9090°°
在单胞任何一个面的单面心化都破坏体对角线的三次轴的旋在单胞任何一个面的单面心化都破坏体对角线的三次轴的旋

转对称性。所以，立方系转对称性。所以，立方系不可能有底心点阵不可能有底心点阵。体心化和全面心化。体心化和全面心化
并不破坏三次对称性，并且确实是一种新的点阵。并不破坏三次对称性，并且确实是一种新的点阵。

●

虽然可以取P单胞，但他没有立方系的对称性，故
仍取复式单胞作为这些点阵的单胞。

●

●

●
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六方系和菱方系六方系和菱方系
由于这两种晶系联系密切，放在一起讨论。这两种晶系都由于这两种晶系联系密切，放在一起讨论。这两种晶系都

不可能有任何一种形式的底心、体心和全面心化，因为在这些不可能有任何一种形式的底心、体心和全面心化，因为在这些
位置放进阵点都会破坏晶系原有的旋转对称性。位置放进阵点都会破坏晶系原有的旋转对称性。

现在讨论它们的现在讨论它们的特殊有心化特殊有心化问题。问题。

加进阵点后，每一个点都加进阵点后，每一个点都
具有相同的环境，因而这仍然具有相同的环境，因而这仍然
是一个点阵，但这时已失去是一个点阵，但这时已失去
6(6(CC66))对称性，而仍有对称性，而仍有33对称性。对称性。
这种新点阵就是菱形晶系。这种新点阵就是菱形晶系。

正定向正定向

反定向反定向

不可能不可能不可能★菱方

不可能不可能不可能★六方

★★不可能★立方

同I点阵★不可能★四方

★★★★正交

同底心点阵同底心点阵★★单斜

同P点阵同P点阵同P点阵★三斜

面心(F)体心(I)底心初基(P)晶系

喇菲点阵能具有的布可

各种晶系可能具有的布喇菲点阵各种晶系可能具有的布喇菲点阵((共共1414种种))

十
四
种
布
喇
菲
点
阵

十
四
种
布
喇
菲
点
阵


