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如果单胞是如果单胞是复式单胞复式单胞。倒易点阵的复式单胞的有心化型式不一。倒易点阵的复式单胞的有心化型式不一
定相同，即它们定相同，即它们不一定属同一种布喇菲点阵不一定属同一种布喇菲点阵。。
在倒易点阵中，距原点最近的阵点，例如在倒易点阵中，距原点最近的阵点，例如[([(hklhkl)])]∗∗，，它一定是正它一定是正

点阵中点阵中真实真实的面的面((hklhkl))的倒易的倒易点。所以正点阵为点。所以正点阵为PP点阵的话，其倒易点点阵的话，其倒易点
阵中不会有含公因子的倒易点阵阵点，即阵中不会有含公因子的倒易点阵阵点，即不会有不会有[(200)][(200)]∗∗、、 [(224)][(224)]∗∗ ……
等倒易点。但等倒易点。但有心化有心化点阵则不同。例如体心点阵的点阵则不同。例如体心点阵的（（200200））面却面却是真是真
实的面实的面，所以，在倒易点阵中，最靠近原点的倒易阵点是，所以，在倒易点阵中，最靠近原点的倒易阵点是[(200)][(200)]∗∗而而
不是不是[(100)][(100)]∗∗，，这时这时[(100)][(100)]∗∗阵阵点点会会消失消失。。
先讨论各种先讨论各种复式单胞复式单胞点阵的点阵的消失规律消失规律。。
如果有心化点阵所加的阵点的坐标是如果有心化点阵所加的阵点的坐标是[([(xyzxyz)])]，，若若((hklhkl))面经过这一个面经过这一个
点，根据平面方程，应有：点，根据平面方程，应有： 0=++ lzkyhx （或整数）

凡凡不符合不符合上列关系的倒易上列关系的倒易阵点阵点[([(hklhkl))]]∗∗将将消失消失。。
体心点阵体心点阵，有心化的点的坐标是，有心化的点的坐标是 [(1/2 1/2 1/2)][(1/2 1/2 1/2)]，，从从上式可知道，倒易上式可知道，倒易
点点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh++kk++ll必须等于偶数必须等于偶数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。
面心点阵面心点阵，有心化的点的坐标是，有心化的点的坐标是 [(1/2 1/2 0)][(1/2 1/2 0)]、、 [(1/2 0 1/2)][(1/2 0 1/2)]和和[(0 1/2 1/2)][(0 1/2 1/2)]，，
从上式可知道，倒易点从上式可知道，倒易点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh、、kk和和ll必须同时为奇数或同时为偶必须同时为奇数或同时为偶
数数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。

CC面有心点阵面有心点阵，，有心化的阵点的坐标是有心化的阵点的坐标是[([(1/2 1/2 01/2 1/2 0)])]，，从上式可知道，从上式可知道，
倒易点倒易点 [([(hklhkl)])]∗∗的的hh++kk应应等于偶数等于偶数，否则倒易阵点将消失。，否则倒易阵点将消失。

PP点阵的倒易点点阵的倒易点
阵仍为阵仍为PP点阵，点阵，
没有消光效没有消光效
应，全部倒易应，全部倒易
点都会出现。点都会出现。
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正点阵是体心，
它的倒易复式单
胞是面心单胞。
单胞的四个阵
点，分别是
[(000)]∗、[(011)]∗、
[(101)]∗、 [(110)]∗。
同时可以看到，
复式单胞的棱长
已不是a*、b*、c *

而是2a*、2b*、

2c*，单胞体积
变为8Ω*。

正点阵是面心，
它的倒易复式单
胞是体心单胞。
单胞的两个阵
点，分别是
[(000)]∗、[(1/2 1/2  
1/2)]∗。同时可以
看到，复式单胞
的棱长已不是a*、

b*、c *而是2a*、

2b*、2c*，单胞体
积变为8Ω*。
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1.4.7.5 1.4.7.5 晶带与倒易面晶带与倒易面

在正点阵中晶带轴为在正点阵中晶带轴为[[uvwuvw]]的晶面的晶面((hklhkl))，，在倒易点阵中成为在在倒易点阵中成为在
((uvwuvw))∗∗面上的面上的[([(hklhkl)])]∗∗阵点。所以，同属一个晶带的所有晶面的倒易点阵点。所以，同属一个晶带的所有晶面的倒易点
应分布在一个过原点的倒易面上。反过来说，应分布在一个过原点的倒易面上。反过来说，倒易点阵中一个过倒易点阵中一个过
原点的平面，代表正点阵中的一个晶带原点的平面，代表正点阵中的一个晶带。。

正点阵晶带轴正点阵晶带轴[[uvwuvw]]与其晶带面与其晶带面((hklhkl))对应的倒易矢量一定对应的倒易矢量一定垂直垂直：：
[[uvwuvw]]⊥⊥[[hklhkl]]∗∗，，即即

0)()( =++⋅++ ∗∗∗ cbacba lkhwvu

上式展开就是上式展开就是晶带方程晶带方程：：
0=++ lwvkuh

倒易点阵中的面倒易点阵中的面((uvwuvw))∗∗也是一个面列，它的面间距也是一个面列，它的面间距 wvuwvu rd /1=∗

原点的面称为原点的面称为零阶面零阶面，依次按距倒易点阵原点的距离分别有一阶、，依次按距倒易点阵原点的距离分别有一阶、
二阶二阶……等等NN阶面。阶面。

。过过

晶带与倒易面的几何关系说明晶带与倒易面的几何关系说明
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一个立方一个立方PP点阵的晶带的倒易点例子点阵的晶带的倒易点例子
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1.4.8  1.4.8  倒易矢量在晶体学中几何关系的应用倒易矢量在晶体学中几何关系的应用

1.4.8.1 1.4.8.1 点阵平面间距公式点阵平面间距公式
把把HHhklhkl自我点乘，得自我点乘，得
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把把aa**、、bb**、、cc**、、αα**、、ββ**、、γγ**换成正点阵的换成正点阵的aa、、bb、、cc、、αα、、ββ、、γγ就获得计算点阵就获得计算点阵
平面面间距的普遍公式：平面面间距的普遍公式：
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根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面间距公式。例根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面间距公式。例
如立方系，如立方系， a=b=ca=b=c，，αα==ββ==γγ==9090°°，，所以，有所以，有

2

222

2
1

a
lkh

d lkh

++
=

1.4.8.2 1.4.8.2 求点阵平面的法线方向指数求点阵平面的法线方向指数

正点阵中的面(hkl)与其法线[uvw]一般不同名。但是，(hkl)一定和
它同名的倒易矢量[hkl]∗垂直，即[uvw]∥[hkl]∗。因为只讨论方向，所
以不考虑矢量的绝对长度，有

cbacba wvulkh ++=++ ∗∗∗

用a*、b*、c*分别对上式同时点乘两端得：

lkhw

lkhv

lkhu

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗

⋅+⋅+⋅=

⋅+⋅+⋅=
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ccbcac

cbbbab

cabaaa

把上面三个式子写成矩阵形式：把上面三个式子写成矩阵形式：

同理，可按下式求出与方向指数为[uvw]的方向相垂直的面的面指数
(hkl)：

例如，对立方系，例如，对立方系，aa**⋅⋅aa**==bb**⋅⋅bb**==cc**⋅⋅cc**=1/=1/aa22；；aa**⋅⋅bb**==bb**⋅⋅cc**==cc⋅⋅**aa**=0=0。。则

uu : : vv : : ww==hh : : kk : : ll。。所以所以，，((hklhkl))面的法线指数和面指数同名，即为面的法线指数和面指数同名，即为[[hklhkl]]。。
对于其它晶系，由于单胞的三个棱长不完全相等，所以，晶面法对于其它晶系，由于单胞的三个棱长不完全相等，所以，晶面法
线的方向指数中三个指数不可能化为互质的整数。从晶体点阵的线的方向指数中三个指数不可能化为互质的整数。从晶体点阵的
角度看，这样的指数是没有意义的。有时为了特殊需要，也可以角度看，这样的指数是没有意义的。有时为了特殊需要，也可以
求法线指数。求法线指数。
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1.4.8.3 点阵平面的法线间的夹角

111 lkhH
111 lkhn

222 lkhH

222 lkhn
111 lkhH

222 lkhH
111 lkhn

222 lkhn设两个面设两个面((hh11kk11ll11))和和((hh22kk22ll22))，，因为因为 与与 平行，平行，
所以，所以，

与与 平行，平行，
与与 的夹角就是的夹角就是 与与

设设((hh11kk11ll11))和和((hh22kk22ll22))的夹角为的夹角为θθ，则，则
的夹角。的夹角。
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根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面夹角（同面根据各晶系的点阵常数的关系，可以得出各晶系的面夹角（同面
法线夹角）公式。例如立方系，法线夹角）公式。例如立方系， a=b=ca=b=c，，αα==ββ==γγ==9090°°，，ΩΩ==aa33；；并且并且
aa**==bb**==cc**==1/1/aa，，所以，有所以，有
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又如六方晶系，由于又如六方晶系，由于aa==bb≠≠cc，，αα==ββ=90=90°°，，γγ==120120°°，， 23 2ca=Ω ，，aa**==bb**== a332
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1.5  1.5  极射赤面投影极射赤面投影

1.5.1 1.5.1 球面投影球面投影

把晶体的晶面、晶向以及它们之间的关系在一个球面上表达，把晶体的晶面、晶向以及它们之间的关系在一个球面上表达，
这个球称这个球称参考球参考球（（Reference SphereReference Sphere）），，这种表达方式就是球面投影。这种表达方式就是球面投影。

AA面面痕面面痕

BB面面痕面面痕

●

●

迹迹点（极点）和迹径（面痕）点（极点）和迹径（面痕） 迹点和面夹角的测量迹点和面夹角的测量

AA面迹点面迹点PP11BB面迹点面迹点PP22
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为了方便量度，可以在参考球面上引入为了方便量度，可以在参考球面上引入参考网格参考网格（（Reference GridReference Grid））。。
参考网格类似于地球的参考网格类似于地球的经线（经线（LongitudeLongitude））和和纬线（纬线（LatitudeLatitude）），，经线是经线是
过球两极点（过球两极点（Two Antipodal PointsTwo Antipodal Points））的大圆，它们将的大圆，它们将赤道（赤道（EquatorEquator））
等分为等分为360360份（或等份（或等
间距的不同份间距的不同份
数）；纬线是平行数）；纬线是平行
于赤道的一系列小于赤道的一系列小
圆，相邻两个小圆圆，相邻两个小圆
之间夹角相等（一之间夹角相等（一
般为一度），这样般为一度），这样
将经线大圆为将经线大圆为360360份。份。
测量时，将参测量时，将参

考网格转动，使测考网格转动，使测
量的两个极点落在量的两个极点落在
同一条经线上同一条经线上，读，读
出两极点之间的纬出两极点之间的纬
度，就是这两极点度，就是这两极点
之间的夹角。之间的夹角。

1.5.21.5.2 极射赤面投影极射赤面投影
把球面转化为一种平面关系。常用极射赤面投影，以过参考把球面转化为一种平面关系。常用极射赤面投影，以过参考

球球心作一平面作为投影面，投影面和参考球相交的大圆称为球球心作一平面作为投影面，投影面和参考球相交的大圆称为基基
圆圆（（Basic CircleBasic Circle）），，又称为又称为赤道平面赤道平面（（Equator PlaneEquator Plane））。。垂直于投影面垂直于投影面
并过球心的轴并过球心的轴ＮＳＮＳ为为投影轴投影轴（（Projection AxisProjection Axis））。。投影轴在参考球上的投影轴在参考球上的
两个交点两个交点ＳＳ和和ＮＮ是是南极南极和和北极北极（（South and North PolesSouth and North Poles）），，又称又称下目测下目测
点和上目测点点和上目测点。处于。处于上半球面上的极点上半球面上的极点((迹点迹点))和下目测点相连和下目测点相连，处，处
于于下半球面上的极点（迹点）和上目测点相连下半球面上的极点（迹点）和上目测点相连，它们的，它们的连线和投连线和投
影面的交点就是这个极点（迹点）的极射赤面投影点影面的交点就是这个极点（迹点）的极射赤面投影点。。

● B’

●A’
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极射投影有时选极射投影有时选
取和视点另一侧（另取和视点另一侧（另
一视点）相切的面作一视点）相切的面作
为投影面，投影时从为投影面，投影时从
视点和球面上极点相视点和球面上极点相
连线延长至投影面，连线延长至投影面，
所得交点就是投影点。所得交点就是投影点。

这样的极射投影这样的极射投影
图和选择赤道面作投图和选择赤道面作投
影面的完全一样的，影面的完全一样的，
只是尺寸大小改变罢只是尺寸大小改变罢
了。了。

极射投影极射投影的一些性质的一些性质
①①和赤道面平行的晶面，它的极射投影点必在基圆中心。和赤道面平行的晶面，它的极射投影点必在基圆中心。

②②垂直于赤道面的晶面，它们的极点的投影必在基圆的圆周上垂直于赤道面的晶面，它们的极点的投影必在基圆的圆周上。。
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③③倾斜晶面的极点的极射投影必在基圆内，晶面法线与投影轴的夹角越小，则倾斜晶面的极点的极射投影必在基圆内，晶面法线与投影轴的夹角越小，则
投影点距基圆中心越近；反之，就越趋向于基圆圆周。投影点距基圆中心越近；反之，就越趋向于基圆圆周。

④④投影球上的任意圆，不论是大圆或小圆，它们的极射投影一般是圆或圆弧。投影球上的任意圆，不论是大圆或小圆，它们的极射投影一般是圆或圆弧。
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⑤⑤和投影面垂直的大圆的极射投影是过基圆圆心的直线。和投影面垂直的大圆的极射投影是过基圆圆心的直线。

1.5.3 吴氏网（俄国矿物学家Y V Wulff）
吴氏网是极射吴氏网是极射投影的量度工具。投影的量度工具。
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吴氏网应用的例子吴氏网应用的例子

两极点（或迹点）之间角度测量两极点（或迹点）之间角度测量

极点所对应的面痕极点所对应的面痕
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极点绕投影面法线转动极点绕投影面法线转动

极点绕位于投影面上的轴转动极点绕位于投影面上的轴转动
因为绕位于投影面上的轴转动的轨迹的面是与投影面垂直因为绕位于投影面上的轴转动的轨迹的面是与投影面垂直

的，所以先把转动轴转到与吴氏网的的，所以先把转动轴转到与吴氏网的NSNS轴重合，然后从极点沿轴重合，然后从极点沿
纬线转动所需转的角度即可。纬线转动所需转的角度即可。
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极点绕倾斜轴转动极点绕倾斜轴转动

例例::要求下图中的要求下图中的AA11极点绕极点绕BB11轴以顺时针方向转动轴以顺时针方向转动4040°°。。

CC是是AA11、、
AA44和和DD迹迹
痕所对的痕所对的
中心。中心。

1.5.4    标准投影图、标准极图（Standard Projection）

为了一目了然地看出晶体中所有重要晶面的相对取向，通为了一目了然地看出晶体中所有重要晶面的相对取向，通
常制作常制作标准投影图标准投影图（或称（或称标准极图标准极图）。制作这种投影图时，一般）。制作这种投影图时，一般
选择某个低指数晶面选择某个低指数晶面（例如（例如(100)(100)、、(110)(110)、、(111)(111)等）等）作为投影面作为投影面，，
将其它重要的晶面将其它重要的晶面((重要晶面的数目视具体需要而定重要晶面的数目视具体需要而定))的极点投影的极点投影
到这个面上到这个面上。如果所选的投影面是。如果所选的投影面是((hklhkl))，，则此投影图就称作则此投影图就称作((hklhkl))
标准投影图。标准投影图。

标准极图的例子标准极图的例子
立方系立方系001001极图极图
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作出作出hh00kk00ll00标准极图标准极图：：
①把①把hh00kk00ll00极点放在投影图中心；极点放在投影图中心；任意找出与任意找出与hh00kk00ll00垂直的极点：垂直的极点：hh11kkllll11和和hh22kk22ll22，，并并
且且hh11kkllll11和和hh22kk22ll22也相互垂直，它们必在大圆圆周上。也相互垂直，它们必在大圆圆周上。

●

③③找出与找出与hh00kk00ll00角度为角度为αα的轨迹，它是以中心为圆心的圆。的轨迹，它是以中心为圆心的圆。
②②计算计算hh33kk33ll33与与hh00kk00ll00、、 hh11kkllll11和和hh22kk22ll22间的夹角，设为间的夹角，设为αα、、ββ和和γγ。。

④找出与找出与hh11kk11ll11角度为角度为ββ的轨迹，它是一条弧。它与的轨迹，它是一条弧。它与hh00kk00ll00角度为角度为αα的圆相交两点。的圆相交两点。

⑤⑤找出与找出与hh22kk22ll22角度为角度为γγ的轨迹，它是一条弧。它与的轨迹，它是一条弧。它与hh00kk00ll00角度为角度为αα的圆也相交两点。的圆也相交两点。

三条三条轨迹相交的点就是所求的极点轨迹相交的点就是所求的极点hh33kk33ll33 。。
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在在投影图投影图上任一个极点对应的上任一个极点对应的密勒密勒指数的确定指数的确定：：
一个晶面在空间的取向可以由它的法线与三个晶轴一个晶面在空间的取向可以由它的法线与三个晶轴[100][100]、、[010][010]、、

及及[001][001]的夹角确定。在投影图上任一点对应的密勒指数可以的夹角确定。在投影图上任一点对应的密勒指数可以((用吴用吴
氏网）量度它们与投影图上氏网）量度它们与投影图上(100)(100)、、(010)(010)和和(001)(001)三个极点的夹角来确三个极点的夹角来确
定。用吴氏网量出所求极点与定。用吴氏网量出所求极点与(100)(100)、、(010)(010)及及(001)(001)的夹角分别为的夹角分别为ρρ、、σσ
和和ττ。因为。因为

τσρ cos:cos:cos:::: cbancnbnalkh =⋅⋅⋅=

就可就可求出该点对应的密勒指数该点对应的密勒指数hklhkl

注意：因为量度两个极点间的角注意：因为量度两个极点间的角
度，都是过两个极点的经线来量度，都是过两个极点的经线来量
度。度。

用计算机编程绘制标准极图：用计算机编程绘制标准极图：
若选定若选定((hh11kk11ll11))为投影面，则极射投影图中心极点就是为投影面，则极射投影图中心极点就是((hh11kk11ll11))。。再再

选另一个与选另一个与((hh11kk11ll11))垂直的面垂直的面((hh22kk22ll22))，，它的极点必然在投影基圆圆周它的极点必然在投影基圆圆周
上，以圆心到这上，以圆心到这((hh22kk22ll22))极点的连线作极点的连线作YY轴，相应以正交关系在投影轴，相应以正交关系在投影
基圆上作出基圆上作出XX轴。这样，只要求出任一个晶面轴。这样，只要求出任一个晶面((hh33kk33ll33))极点在投影图极点在投影图
上的坐标上的坐标((xx, , yy))，，则可绘制则可绘制((hh11kk11ll11))标准极图。标准极图。

)cos(cos1 22 βα +− ，cosβ，cosα ),

设投影基圆半径为设投影基圆半径为11，，则则((hh33kk33ll33))极极
点点PP点的空间坐标点的空间坐标(ｘ’,ｙ’,ｚ’) ，，为为

其中其中αα是是((hh33kk33ll33))∧∧((hh11kk11ll11))的夹角，的夹角， ββ
是是((hh33kk33ll33))∧∧((hh22kk22ll22))的夹角的夹角，因为是极
射投影，所以投影的径向长度缩
小为原来的1/(1+cosα)，所以P1点在
投影图上的投影P'1点的坐标(x, y)为

(

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+
=

+
+−

=

α
β

α
βα

cos1
cos

cos1
)]cos(cos1[ 2122

y

x
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