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材料的基本力学性质

材料的基本力学性质

 张量及基本运算

 二阶张量，应力与应变

 晶体的弹性性质

张量及基本运算

 晶体物理性质的张量表示法

 描述物质宏观物理性质的物理量的定义

若可测物理量关系为线性时：

B = C A

A 作用物理量；B 感生物理量；场量，不表示

与材料本身性质。

C 物质量，材料本身具有的性质。

张量及基本运算

 用张量描述晶体的物理性质

(1) 场量与物质量均为张量

物理量如质量、体积、密度 —— 标量

物理量如电场强度、电极化强度—— 矢量

如不均匀电场作用、材料本身不均匀，各点电

场强度和电极化强度的方向和大小均不相同？

除矢量外，有些物理量如应力—应变等？

二阶张量  

















333231

232221

131211

TTT

TTT

TTT

Tij

张量及基本运算

 晶体电极化率χ

某点电极化强度P与场强E不同方向

有
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张量及基本运算

弹性系数、光弹系数、二次电光系数、

电致伸缩系数

34 = 814[Tijkl] 四阶张量

压电模量、线性电光系数、二级非线性极化率33 = 273[Tijk] 三阶张量

介电系数、电极化率、应力、应变32 = 92[Tij] 二阶张量

电场强度、电极化强度、热释电系数31 = 31[Ti] 一阶张量

质量、温度、密度30 = 10[T] 标量

物理量示意分量数

3m

阶数

m

张量表示式

和名称
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张量及基本运算

(2) 用张量描述的晶体的物理性质

Bijk… = Cijk…lmn… Almn…

[Almn…]：p阶作用张量；

[Bijk… ]：q阶感生张量；

[Cijk…lmn… ]：(p+q)阶物性张量。

晶体的各向异性：量的大小和方向

张量及基本运算

 晶体电极化率χ

某点电极化强度P与场强E不同方向

有
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张量及基本运算

 张量的变换和定义

 坐标系的变换

(1)坐标系变换的类型

右旋正交笛卡尔坐标系O，单位矢量(e1, e2, e3)

ei﹒ej = δij

e1 × e2 = e3)

张量及基本运算

 坐标系O经某种操作变换为坐标系O’

如操作时坐标原点不动，测量的长度
单位不变， O’仍未正交直角坐标系，

如此条件下的操作可分为两类：

1. 第一类操作，真旋转，只包括纯粹的
旋转，坐标系O和O’手性相同；

2. 第二类操作，非真旋转，中心反演、

旋转反演，手性相反。

张量及基本运算

 坐标系变换矩阵

新、旧坐标系基矢为单位矢量ei , e’i

相互关系为：

或：

(e’i) = (aij) (ej) 

(aij) = e’i﹒ej = cos(αij)

αij为新i轴与旧j轴的方向余弦


















































3

2

1

333231

232221

131211

'
3

'
2

'
1

e

e

e

aaa

aaa

aaa

e

e

e

张量及基本运算

 正变换系数矩阵为：

 逆变换及系数矩阵[(A)的转置 ]：

或：(ei) = (aji) (e’i)
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张量及基本运算

 同时

 即

 逆变换阵为正变换阵的逆，(A)为正交阵
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张量及基本运算
 9个矩阵系数非独立，须满足的关系为

由 可得正交归一关系式：

a2
11 + a2

12 + a2
13 = 1 

a2
21 + a2

22 + a2
23 = 1

a2
31 + a2

32 + a2
33 = 1      及

a11 a21 + a12 a22 + a13 a23 = 0

a11 a31 + a12 a32 + a13 a33 = 0

a21 a31 + a22 a32 + a23 a33 = 0

即： aik ajk =δij 或 aki akj =δij

     IAA 
~

张量及基本运算

 9个系数只有三个是独立的

 满足 aik ajk =δij 或 aki akj =δij 称 线性正交变换

 如O → O’ → O’’变换矩阵分别为A、B，则

O → O’’的变换矩阵C：

(C) = (B)(A)

张量及基本运算

 根据矩阵行列式的值确定坐标系变换的类型

由于 a11 a21 + a12 a22 + a13 a23 = 0

a11 a31 + a12 a32 + a13 a33 = 0

a21 a31 + a22 a32 + a23 a33 = 0

可得到：

令该式等于1 / k
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张量及基本运算

 可得到：Aij = k aij

即：Δ= k (a2
11 + a2

12 + a2
13) = k

所以

Δ2 = k2 = A2
11 + A2

12 + A2
13

带入正交归一关系式：

Δ= k = ±1

线性正交变换，变换矩阵行列式的值只能为±1
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张量及基本运算

 Δ = ±1的物理意义

不动或绕某轴旋转3600：

Δ = + 1

只做真旋转

真旋转时， Δ = + 1 → － 1   ？
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张量及基本运算

 中心反演操作：

Δ = － 1
 x1x2平面反映：

Δ = － 1
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张量及基本运算

 真旋转不改变坐标系手性

Δ = + 1
 第二类操作改变坐标系手性

Δ = － 1

张量及基本运算

 张量的变换
(1) 零阶张量（标量）的变换

Φ(x1,x2,x3)，与方向无关；

坐标系变换时，值不变，真标量；

第二类操作时，量值符号改变（旋光性），赝标量

Φ’ = ± Φ

张量及基本运算

 张量的变换

(2) 一阶张量（矢量）的变换

矢量分量的变换即点坐标的变换

r = x1 e1 + x2 e2 + x3 e3 = xi ei

= x’1 e’1 + x’2 e’2 + x’3 e’3 = r’

即： xj ej = x’k e’k

那么 e’i (xj ej) = e’i (x’k e’k)

得到 x’i = aij xj

张量及基本运算

 区分新、旧坐标

x’i = ai’j xj

 又 (e’i) = (aij) (ej) 

 矢量变换与坐标系基矢的变换完全一样。

(r’) = (A)(r)

(x’) = (A)(x)

 逆变换： ri = aj’i r’j

xi = aj’i x’j

(r) = (A)-1(r’)

(x) = (A)-1(x’)          (A)-1= (aj’i)正变换阵的逆

张量及基本运算

 极矢量和轴矢量

极矢量：速度v、电场强度E、电极化矢量P

轴矢量：角速度ω、动量矩L，右旋坐标系

中，采用右手螺旋法则规定正指向。

差别：取镜面与矢量线段垂直，通过镜面反

映，极矢量的方向反转，轴矢量的方向不变。
若取镜面包含矢量的线段，经反映，极矢量
方向不变，而轴矢量反向。
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张量及基本运算

 极矢量和轴矢量的变换规律

极矢量正变换： x’i = ai’j xj

逆变换： ri = aj’i r’j

xi = aj’i x’j

轴矢量第一类操作，同极矢量

第二类操作正变换： x’i = - ai’j xj

逆变换： ri = - aj’i r’j

xi = - aj’i x’j

张量及基本运算

 张量的变换
(3) 二阶张量的变换

设矢量p、q由二阶张量T联系，分量关系为：

pk = Tkl ql

矩阵为：

新坐标系中，仍有：p’i = T’ij q’j
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张量及基本运算

 如p、q同类矢量，现考虑都是极矢量：

p’i = ai’k pk

q’j = aj’l ql

 带入 pk = Tkl ql 可得：

p’i = ai’k pk = ai’k Tkl ql = ai’k Tkl aj’l q’j

 比较式：p’i = T’ij q’j 显然有

T’ij = ai’k Tkl aj’l

 所以二阶张量变换时矩阵关系为

(T’ij) = (A) (Tkl) (A)-1

即： T’ij = ai’k aj’l Tkl

张量及基本运算

 如p、q都是轴矢量：

(p’i) = ± (ai’k) (pk)
(q’j) = ± (aj’l) (ql)

 二阶张量变换时矩阵关系仍为：

(T’ij) = (A) (Tkl) (A)-1

T’ij = ai’k aj’l Tkl

无论变换为第一类或第二类

张量及基本运算

 如p极矢量、q轴矢量：

p’i = ai’k pk

q’j = ± aj’l ql

 二阶张量变换时矩阵关系为：

(T’ij) = ± (A) (Tkl) (A)-1

T’ij = ± ai’k aj’l Tkl

p轴矢量、q极矢量上式仍成立

张量及基本运算

 据此，可将二阶张量分为二阶极张量，二阶轴张量

 二阶极张量

(T’ij) = (A) (Tkl) (A)-1

T’ij = ai’k aj’l Tkl

 二阶轴张量

(T’ij) = ± (A) (Tkl) (A)-1

T’ij = ± ai’k aj’l Tkl
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张量及基本运算

 二阶张量的逆变换

二阶极张量

Tkl = ai’k aj’l T’ij

(T) = (A)-1 (T’) (A) 

二阶轴张量

Tkl = ± ai’k aj’l T’ij

(T) = ±(A)-1 (T’) (A)

张量及基本运算
 二阶张量变换的展开式

极张量： T’ij = ai’k aj’l Tkl 即对k、l下标求和

T’ij = ai’k aj’1 Tk1 + ai’k aj’2 Tk2 + ai’k aj’3 Tk3

= ai’1 aj’1 T11 + ai’1 aj’2 T12 + ai’1 aj’3 T13

+ ai’2 aj’1 T21 + ai’2 aj’2 T22 + ai’2 aj’3 T23

+ ai’3 aj’1 T31 + ai’3 aj’2 T32 + ai’3 aj’3 T33

矩阵形式为：
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张量及基本运算
 二阶张量分量的变换和坐标二重积的变换相同

由式 x’i = ai’j xj

x’i x’j = (ai’k xk) ﹒(aj’l xl) = ai’k aj’l (xk xl) 
比较式 T’ij = ai’k aj’l Tkl 相同

注意：展开时k ≠ l项出现成对项，如k = 1，l = 2
ai’1 aj’2 (x1 x2) + ai’2 aj’1 (x2x1) 

对坐标二重积：x1 x2 = x2x1，
但张量只有T12 = T21时才成立

采用坐标二重积表示分量的二重积，坐标顺序不颠倒。

对轴张量，第二类操作—坐标二重积变换前× (-1)

张量及基本运算

 例：坐标系O经过绕x3右旋角θ变换为O’

变换矩阵为：

坐标的变换关系为：
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张量及基本运算

 二阶张量分量T’ij的变换和±(x’i)(x’j)一样，

取i’ = 1， j’ = 2：

T’12 ～ ± (x’i)(x’j)

= ± (x1 cosθ+ x2 sinθ)( - x1 sinθ+ x2 cosθ)

= ± { - (x1) (x1) cosθsinθ- (x2) (x1) sin2θ

+ (x1) (x2) cos2θ+ (x2) (x2) sinθ sinθ}

坐标系O中二重积相当于二阶张量在O系中对应分量：

T’12 ～ ± { - T11 cosθsinθ- T21 sin2θ

+ T12 cos2θ+ T22 sinθ sinθ}

张量及基本运算

 利用式 T’ij = ai’k aj’l Tkl 也可得到：

T’12  = ± (a1’1 a2’1 T11 + a1’1 a2’2 T12 + a1’1 a2’3 T13

+ a1’2 a2’1 T21 + a1’2 a2’2 T22 + a1’2 a2’3 T23

+ a1’3 a2’1 T31 + a1’3 a2’2 T32 + a1’3 a2’3 T33

由变换矩阵

同样得到：

T’12 = ± { - T11 cosθsinθ- T21 sin2θ

+ T12 cos2θ+ T22 sinθ sinθ}
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张量及基本运算

 张量的变换

(4) 三、四阶及更高阶张量的变换

三阶张量分量的变换：27个分量

T’ijk = ± ai’l aj’m ak’n Tlmn

Tlmn = ± ai’l aj’m ak’n T’ijk

四阶张量分量的变换：81个分量

T’ijkl = ± ai’m aj’n ak’o al’pTmnop

Tmnop = ± ai’m aj’n ak’o al’pT’ijkl

m阶张量分量的变换：

T’abc…m = ± aa’α ab’ β ac’ γ …am’ ωTαβγ…ω

张量及基本运算

 张量的定义

三维空间直角坐标系的坐标变换(ai’j)下；

物理量的3m 个分量依照前述变换定律进行变换；

这3m个分量的有序集合称三维空间中的一个m阶张量。

其中不论在第一类变换或第二 类坐标系变换，都取

正号者为极张量；

在第一类坐标系变换取正号、第二类坐标系变换下取

负号者为轴张量。

张量及基本运算

 操作矩阵及其变换

(1) 操作矩阵

坐标系O中矢量r0绕特定轴n右旋θ角→r，表示为：

，线性正交变换，| r0 | = | r |

rrnR 0),(ˆ 
),(ˆ

3 eR































 


















30

20

10

3

2

1

100

0cossin

0sincos

x

x

x

x

x

x




张量及基本运算

 操作R的矩阵

矩阵元bij，i和操作后的矢量分量对应

j与未操作前的对应

 














 


100

0cossin

0sincos
ˆ 


RD

    0
ˆ rRDr 

       00
ˆ rbrRDr ij


















































30

20

10

333231

232221

131211

3

2

1

x

x

x

bbb

bbb

bbb

x

x

x

张量及基本运算

坐标系O经 →O’’， r0矢量的正变
换矩阵为(A)= (aij)，则O系经 变
换为O’时，矢量变换为：

与式 比较可得

即

),(ˆ
3 eR

),(ˆ
3 eR

    1ˆ  ARD

       00
ˆ rbrRDr ij

       jiijij aabRD  1ˆ


































332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

bbb

bbb

bbb

张量及基本运算

(2) 两个连续操作的结果可归并为一个操作，后者的操作矩
阵为两个操作矩阵的乘积。

设对r的操作为 ，操作矩阵为 ，

对r’再操作为 ，操作矩阵为 ，

相当于

其中

      rRDRDr 12
'' ˆˆ

 1R̂D1R̂    '1 )(ˆ rrRD 

2R̂  2R̂D    '''
2 )(ˆ rrRD 

    rRDr 3
'' ˆ

     123 ˆˆˆ RDRDRD 



8

张量及基本运算

例1. 绕x3将矢量右旋θ1角，再右旋θ2角，相当于绕x3右旋
(θ1+θ2)角，即：

例2. 旋转反演，绕x3将矢量右旋θ角，再对原点中心反演：

   
   


































 















 

100

0cossin

0sincos

100

0cossin

0sincos

100

0cossin

0sincos

2121

2121

11

11

22

22














































 






















100

0cossin

0sincos

100

0cossin

0sincos

100

010

001







张量及基本运算

例3. 绕x3将矢量右旋θ角，再x1 x2平面镜面反映：




































 

















 100

0cossin

0sincos

100

0cossin

0sincos

100

010

001







张量及基本运算

(3) 操作矩阵的变换

坐标系O经 ，r0 → r ，操作矩阵为

设坐标系O经变换(A)变为O’系，由O’系看 ，其操作矩
阵 ？

O → O’系，r0 (x0)→ r (x’0) ，其坐标变换阵 (x’0) = (A)(x0)

r (x) → r  (x’) ，其坐标变换阵 (x’) = (A)(x)

但 对r0操作使之变为r，有如下关系：

R̂  RD ˆ

R̂
 RD ˆ'

R̂

    xxRD 0
ˆ

张量及基本运算

即可得到：

操作 在O’系中，使矢量r’0变为r’矢量

其中 为 操作在O’系中的操作矩阵。

对比即可得到

对于m阶张量进行操作 ，

R̂

        0
1 'ˆ' xARDAx 

    0'ˆ'' xRDx 

 RD ˆ' R̂

       1ˆˆ'  ARDARD

R̂

     RDRDRD ˆˆˆ 

张量及基本运算

 张量的基本运算

1. 零张量

某坐标系中所有分量为零，则在所有的坐标系中
该张量的所有分量也全为零，称零张量。

2. 张量的加减法

同价、同类型张量 → 同价、同类型。

A、B一阶极张量，在坐标变换(ai’j)下变为A’、
B’ ，则应有：

Ai’ + Bi’ = ai’j Aj + ai’j Bj = ai’j ( Aj + Bj)

张量及基本运算

3. 张量的数乘

c [Tijk…]= [ c Tijk…]

4. 张量的收缩

m阶张量[Tijk…]，当其中有两个下标i和j相等
时，形成一个(m-2)阶张量，称张量的降阶。

四阶极张量，坐标变换(ai’j) ：

T’ijkl = ai’m aj’n ak’o al’p Tmnop

i = j，则有：

T’ijkl = ai’m ai’n ak’o al’p Tmnop
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张量及基本运算

T’ijkl = ai’m ai’n ak’o al’p Tmnop

ai’m ai’n = δmn

于是： T’ijkl = ak’o al’p Tmnop

即Tmnop是按二阶张量的变换规律进行变换

张量及基本运算

5. 张量的乘积：外积和内积

(1). 外积

[Tijk…]为t阶张量，[Spqr…]为s阶张量，则量

Tijk… · Spqr… = Cijk… pqr…

是一个(t+s)阶张量C的分量，称T、S的外积。

两个二阶张量[Tij]、[Spq]所有分量的可能乘积为：

T’ij · S’kl = (ai’m aj’n Tmn) · (ak’p al’q Spq) 

= ai’m aj’n ak’p al’q ( Tmn · Spq)

服从4阶张量变换规律。

张量及基本运算

5. 张量的乘积：外积和内积

(2). 内积（点积）

t阶张量[Tijk…]和s阶张量[Spqr…]相乘，若有相同的下标
时，乘积称内积（点积）。如相同下标有n对，则内积构
成(t+s-2n)阶张量。

例1. 二阶 [Tij]、一阶[Bj]点乘

T’ij · B’j = (ai’k aj’l Tkl) · (ai’m Bm) = ai’k aj’l aj’m ( Tkl · Bm)

= ai’k aj’l δlm ( Tkl · Bm)   = ai’k ( Tkl · Bl)

说明T’ij · B’j 乘积按一阶张量变换，有

Tij · Bj = Ci

张量及基本运算

例2. 四阶 [cijkl]、二阶[Skl]双点乘

c’ijkl ：S’kl = (ai’m aj’n ak’p al’q cmnpq) ：(ak’r al’s Srs) 

= ai’m aj’n (cmnpq：Spq) 

说明c’ijkl ：S’kl按而阶张量变换，有

cijkl · Skl = Tij

张量及基本运算

6. 张量的微分

设m阶[Tpqr…]为坐标(xj)的函数，即[Tpqr… (xj)]，则微分

是一个(m+1)阶张量。

  jpqr
j

xT
x ...


张量及基本运算

 张量的对称性质

 只要是某阶某类的物理量张量必然有某种对称性；

 对于某种张量，其下标作对称置换时，此张量各分
量之间具有一定的关系。下标置换对称性通常由该
物理量张量的性质和热力学关系决定。
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张量及基本运算

1. 各阶各类张量所固有的对称性质

(1).  偶数阶的极张量和奇数阶的轴张量具有中心对称的性质

二阶极张量，变换关系为：T’ij = ai’k aj’l Tkl

如中心反演， aj’j = -δi’j 那么

T’ij = (-δi’k ) (-δj’l ) Tkl = Tij

即变换后分量值不变。

变换属中心反演性质，说明二阶极张量有中心对称性质。

(2). 奇数阶的极张量和偶数阶的轴张量具有中心反对称性质

即：如三阶极张量 T’ijk = - Tijk

张量及基本运算

2. 张量下标置换的对称性

(1).  对称张量：分量的两个下标互换，分量值不变。

Tijkl = Tjikl

对称张量在坐标系变换时，对称性不变。

(2).  反对称张量：两个下标互换，分量值不变，符号反。

Tijkl = - Tjikl

反对称性在坐标系变换下保持不变。

张量及基本运算

(3).  全对称张量：怎么换，都不变。

Tijkl = Tjikl= Tkijl= Tkjil= Tjkil= Tikjl

对于i，j和k下标为全对称张量。

在坐标系变换时，对称性不变。

张量及基本运算

 循环坐标中的张量

x’1 = x1 cosθ- x2 sinθ

x’2 = x1 sinθ+ x2 cosθ

x’3 = x3































 


















3

2

1

3

2

1

100

0cossin

0sincos

'

'

'

x

x

x

x

x

x




张量及基本运算

 1. 循环坐标系及笛卡尔直角坐标系
一组基矢g， 和e，与笛卡尔坐标系的三个基矢e1，
e2和e3关系为：

g = ½ (e1 - i e2 )
= ½ (e1 + i e2 )

e = e3

该复坐标系称循环坐标系

= g* （复共轭）

g﹒g = ﹒ = 0 g﹒ = ½

( g× )﹒e = - i / 2

坐标系线性独立，非正交归一

g

g

g

g g g
g

张量及基本运算

 变换关系

ξ= x1 + i x2 = r eiφ

= x1 - i x2 = r e – iφ

z = x3

其中φ为r与x1轴的夹角

或

x1 = ½ i (ξ +    )

x2 = ½ i ( -ξ +    )

x3 = z






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张量及基本运算

 2. 循环坐标系中对张量的操作
(1). 极矢量r，设操作 是绕x3(z)轴逆时针旋转θ

r (ξ,   ,z ) → r’ (ξ’,   ,z’ ) 

ξ’= ξ e iθ

= e – iθ

z’ = z

操作矩阵 形式：

R̂

'

'


















































z

e

e

z

i

i











100

00

00

'

'

'
-

 R̂C

张量及基本运算

 引入新循环坐标系，以(Al)替代(ξ,   ,z )，便于和直
角坐标系表示法(xi)相比较

下标 l的取值不是 (1,2,3)，取角度θ的倍数(1,-1,0)，
即令：

其中

其变换可写为：

每个循环坐标的变换为：



   zAAA ,,,, 011 

1-1
AA 

    lk ARCA ˆ
' 

  llk
il

llk
ik

llkk AeAeARCA ''
'

''
ˆ   

张量及基本运算

 比较 和

可得到

如 非真旋转，则：


















































z

e

e

z

i

i











100

00

00

'

'

'
-

    lk ARCA ˆ
' 

 

















100

00

00
ˆ - 



i

i

e

e

RC

R̂

  lk
il

lk
ik

lk eeRC ''
'

' --ˆ   

张量及基本运算

 (2). 对二阶张量进行 操作

设操作为 ，由直角坐标二重积变换

同样，由 x1 = ½ i (ξ +    )

x2 = ½ i ( -ξ +    )

x3 = z

可得

R̂

 ,ˆ eR

  2-

111111
2

1111 4

1
'' ii eAAAAAAeAAxx 




     
11111111111111 ''''''''

4

1
''

2

1
''

2

1
'' AAAAAAAAAAAAxx 

张量及基本运算

 比较可得

同样可得

因此

 

 









2-

1111

-
111111

-

111111

2
1111

''

''

''

''

i

i

i

i

eAAAA

eAAAAAA

eAAAAAA

eAAAA











 



01-
010101

)01(
010101

''

''







ii

ii

eAAeAAAA

eAAeAAAA

,0)11,l,l,k',(k'

''

2121

''
)l(l

k 212211

21

21



 
lllklk

i
k AAeAA 

张量及基本运算

 两个结论

1. 直角坐标的每个二重积都可用循环坐标二重积的一

组线性组合来表示，有理由假设二阶张量循环分量
的变换和循环坐标二重积的变换是对应的。

'''

2121
--

kkkk AAT
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2．二阶张量也可由九个循环分量组成。可以将任意常
数乘各 项然后相加，即可得到下述用循环分

量表示的二阶张量。

''

21 kk AA

         
         0010100101

11111111
'

''''''''''

''''''''
21

AAeAAdAAdAAcAAc

AAbAAbAAaAAaT kk





   ''

21kkik TT 

张量及基本运算

 (3). 对m阶张量进行 操作

共3m项，括号中循环坐标m重即的变换，满足下式:

结论：经过 操作后，m阶张量的循环分量的变换
和循环坐标m重积的变换相同。

R̂

       000111111
'

... '''''''''
21

AAAnAAAaAAAaT
mkkk 

   
mmm

m

m llllklklk

llli
kkk AAAeAAA  

21
'

2
'
21

'
1

21

21
''' 

R̂

晶体的对称操作

 物理学坐标系和对称操作矩阵

右旋、三个方向的长度单位一样，x1 x2 x3 

晶体的对称操作
 过原点并垂直于x1轴的平面，以此为镜面反映：

 Jones符号(-x1 x2 x3 )，或

 同理(x1-x2 x3 )， 为过以原点并垂直于x2轴的平

面为镜面反映，操作矩阵：


















































3

2

1

'
3

'
2

'
1

100

010

001-

x

x

x

x

x

x

1
ˆ x

2
ˆ x

















100

01-0

001

晶体的对称操作
 如两个操作连续进行：

则

即

其矩阵服从矩阵乘法律：

     rRDr 1
ˆ' 

     'ˆ'' 2 rRDr 

                rRDrRDRDrRDr 3122
ˆˆˆ'ˆ'' 

321
ˆˆˆ RRR 

        321
ˆˆˆ RDRDRD 

不变操作

以O1、 O2、 O3、 O4为
轴的反时针1200旋转

以O1、 O2、 O3、 O4为
轴的反时针2400旋转

绕x1 、 x2 、 x3 轴
的反时针900旋转

绕x1 、 x2 、 x3 轴
的反时针2700旋转

以Oa、 Ob、 Oc、 Od 、
Oe、 Of为轴的1800旋转

以x1 、 x2 、 x3 为
轴的1800旋转
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不变操作

以O1、 O2、 O3、 O4
为轴的反时针1200旋转

以O1、 O2、 O3、 O4
为轴的反时针2400旋转

绕x1 、 x2 、 x3 轴
的反时针900旋转

绕x1 、 x2 、 x3 轴
的反时针2700旋转

以Oa、 Ob、 Oc、 Od 、
Oe、 Of为轴的1800旋转

以x1 、 x2 、 x3 
为轴的1800旋转

中心反演
中心反演

 Jones符号(x2 -x3 x1 )

63Ŝ

 

















001

1-00

010
ˆ

63S

晶体的对称操作

 注意区分操作矩阵 和

坐标变换矩阵(A)

 对称操作写成矩阵时，矩阵形式与
坐标轴选择方法有关。

  RD ˆ

    

















333231

232221

131211

ˆˆ

bbb

bbb

bbb

RDR

晶体的对称操作

 证明： 的Jones符号为(x3x1x2)

绕[111]逆时针旋转120度

如k1在x1x2平面内，可得

k2=k3 x k1得到


31Ĉ


31Ĉ

 3213
3

1
eeek 

 211
2

1
eek 

 3212 2
6

1
eeek 

晶体的对称操作

 从原坐标到新坐标(x1 x2 x3 )的变换矩阵为

则

 





























3

1

3

1

3

1
6

2

6

1

6

1

0
2

1

2

1

1A

 



























3

1

6

2
0

3

1

6

1

2

1
3

1

6

1

2

1

A

晶体的对称操作

 原坐标绕k3逆时针旋转120度的操作矩阵为

 即点P坐标变到P’ (k1 k2 k3)坐标系，如变到
(x1 x2 x3 )，操作矩阵为

 












































 


100

0
2

1

2

3

0
2

3

2

1

100

0120cos120sin

0120sin120cos
ˆ 00

00

RD

       















 

010

001

100
ˆˆ 1

31 ARDAC
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二 阶 张 量

 考虑最简单情况：

联系2个矢量： 或 p = T . q

导数关系：

jijij qTp 

j

i
ij q

p
T






二阶张量在某给定方向上的值

 p = T . q 所定义二阶张量p

当矢量q 的方向沿某给定方向(li)时

p沿该方向上的分量p//与矢量q的模之比
定义为二阶张量T在该方向上的数值T，
即：

(li)为该方向相对于个坐标轴的方向余弦

q

p
T //

ii qlq 

二阶张量在某给定方向上的值

 显然：

可得到：p// = Tij qj qi /q

而 T = p// /q = Tij qj qi /q2 = Tij lj li

可调整为：

T = li Tij lj

矩阵形式为：

q

qp

q

qp
p ii


//

 

































3

2

1

333231

232221

131211

321

l

l

l

TTT

TTT

TTT

lllT

二阶张量在某给定方向上的值

 展开得到9项，简化：新坐标系(x’i)，
某一x’i沿li方向，则li = a1’i：

T = Tij a1’j a1’i

 

































3

2

1

333231

232221

131211

321

l

l

l

TTT

TTT

TTT

lllT

二阶张量在某给定方向上的值

 根据二阶张量变换定律，当结果可写
为：T = a1’i a1’j Tij = T’11时，T值是新坐
标系中T’的某一分量T’11。

即 特定方向上的T值

 

































3

2

1

333231

232221

131211

321

l

l

l

TTT

TTT

TTT

lllT

二阶张量在某给定方向上的值

 如果p//q则：

T = Tii li li = T11 l1
2 + T22 l2

2 + T33l3
2

如再有： T11 = T22 = T33 = T0

则： T = T0

由此，二阶张量沿某给定方向上的数

值取决于沿什么方向及张量本身性质。
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二阶张量的示性面

 二次曲面方程的变换规律和二阶对称张量的变换规
律一样：

一般(xi)坐标系中，二次曲面方程如下式：

Sij xi xj = 1             (i,j= 1,2,3 )

Sij为xi xj 项的系数

对于对称二阶张量：Sij = Sji，上式描述一个二阶对

称张量。方程可能为椭球面或双曲面。

二阶张量的示性面

 当变换到新坐标系(x’i)，坐标变换矩阵(ai’j)，有

xi = ak’i x’k xj = al’j x’l

Sij (ak’i x’k) (al’j x’l ) = 1    

或

(Sij ak’i al’j) x’k x’l = 1

令 ak’i al’j Sij = S’kl则

S’k x’k x’l = 1     ----------新坐标系的二次曲面方程

与二阶对称张量的分量变换规律一致

曲面方程可描述二阶对称张量的某些几何关系，二

阶示性面

二阶张量的示性面

 二阶张量的几何表示法——二阶示性面：

将 Sij xi xj = 1  中系数以张量的分量代替，二阶示性

面方程为：

Tij xi xj = 1

1) 二阶示性面的矢径-法线性质（椭球面）

二阶张量T按式 联系两个矢量p和q时，
当q取沿二阶示性面上某点R的矢径方向时，通过该
点的示性面的法线方向即为矢量p的方向。

jijij qTp 

矢径OR的方向余弦(li)，R点坐标(r li)， q沿
矢径(li)方向，分量为(q li)，二阶示性面方程

为余弦中系数以张量的分量代替，二阶示性
面方程为：

F(xj) = Tij xi xj – 1 = 0

过R做示性面的切平面，于此切平面垂直的法
线方向平行于p矢量方向

过R示性面的法线方向的方向余弦应和：

成正比

带入R坐标(r li) ，则R的三个法线方向的方向余弦与
( r Tij lj )成正比；p的三个分量由

由此， p的三个分量分别与过R点的二阶示性面法线

方向的三个余弦成正比，即平行关系。

jij

Ri

xT
x

F












jijij qTp 

2) 二阶示性面的矢径长度

二阶示性面沿某一给定方向的矢径长度r在数值上

等于该二阶示性面所表征的二阶张量在该方向上数
值T的平方根的倒数，即：

或 T = 1 / r2

二阶张量的示性面

T
r

1


二阶张量的示性面

 二阶张量的主轴与主值：

二次曲面的主轴为三个相互垂直的对称轴。

如把三个主轴方向选为新坐标轴方向（即主轴坐标
系），式Sij xi xj = 1  可简化为：

S1 x1
2 + S2 x2

2 + S3 x3
2 = 1

即一般的二阶张量

在主轴坐标系中可简化为

 

















333231

232221

131211

TTT

TTT

TTT

Tij

 

















33

22

11

00

00

00

T

T

T

Tij
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二阶张量的主轴与主值

 二阶张量的主轴与主值：

S1 x1
2 + S2 x2

2 + S3 x3
2 = 1

S1 S2 S3 二阶示性面主系数

T11  T22 T33 二阶张量主值 

















33

22

11

00

00

00

T

T

T

Tij

二阶张量的主轴与主值
 1) 矢径-法线性质仍成立

 2) 矢径长度

 3) 二阶示性面形状取决于二阶张量主分量的数值

 4) 由任意坐标变换到主轴坐标，二阶张量自由度不变

1

1

 2

1


3

1



二阶对称张量的简化表示

 双下标 ij = 11, 22 , 33 , 23 = 32, 31 = 13, 12 = 21
 单下标 I  =   1,  2,     3,        4,           5,           6

即

 

















333231

232221

131211

TTT

TTT

TTT

Tij

 

































6

5

4

3

2

1

T

T

T

T

T

T

TI

应 力 张 量

 彻体力和体力矩

 彻体力：力是直接作用于物体整个体积内部的质点
上的长程力。

如重力： F dV = ρg dV

 体力矩：有永电矩或永磁矩的介质置于电场或磁场
中，除彻体力外，出现体力矩。由长程力作用于dV
的每个质点，力矩大小与dV成正比。

如磁场中： G dV = M × H dV

应 力 张 量

 应力及其标记法

 1) 表面力：压缩、弯曲、拉伸、扭转

作用于面积上，大小与作用面积成正比

 2) 应力：微观本质为弹性恢复力。

作用于面积上，大小与作用面积成正比

定义：物体受外作用，体内一部分与相邻所产生的
与接触面积成正比的相互作用力与作用面积之比称
为内应力或应力，即单位面积上所受的力。

应 力 张 量

 3) 应力标记法：笛卡尔坐标系

 取 r ( xi ) 处无限小体积元， 每个
力分解为沿三个坐标轴方向的分
量。

 Tij ：第一下标 i 表示应力的方向
与第 i 坐标轴正方向平行，第二
下标 j 表示应力所作用的面积与
第 j 坐标轴垂直。
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应 力 张 量

 i = j ：应力方向与作用面垂直，即
正应力，+ 张应力，—压应力。

 i ≠ j：应力方向与作用面积相切，

称切应力。

力作用面外法线沿正xj方向，Tij为+
应力沿正 i 轴方向；

Tij为—，沿— i 轴方向

面外法线沿— xj方向， Tij为的
+、—与上述相

应 力 张 量

 如在物体内任何点处，不论面元的
取向，其单位面积作用力的数值都
相等，与这个面元在物体中的位置
及所取方位无关，称为均匀应力。

 如果不满足此条件，则可把r处的

立方体积元取得无限小，在这个无
限小体元内可按均匀应力处理。

应 力 张 量

 应力是二阶对称极张量

 Tij一组分量在一定条件下组成一个
T二阶张量。

 (1) T联系着两个矢量，并服从二阶
张量变换规律的9个分量特殊性质：

作用方向与坐标轴平行，作用面积

垂直于坐标轴。

应 力 张 量

 最一般情况：一个无限小四面
体，在这个范围内可认为满足
均匀应力条件。

 平衡态，合力为0。 x1方向：

- P1δSn + T11δSx1 + T12δSx2

+ T13δSx3 + Fx1δV = 0

应 力 张 量

 δV比δS一更快趋于0，彻体力相趋于0：

 δSn面外法线方向n的方向余弦

 所以有：

P1 = T11 n1 + T12 n2 + T13 n3

P2 = T21 n1 + T22 n2 + T23 n3                    P = T · n

P3 = T31 n1 + T32 n2 + T33 n3

n

x

n

x

n

x

S

S
T

S

S
T

S

S
TP








 3

13
2

12
1

111 

n

x

S

S
n


 1

1 
n

x

S

S
n


 2

2 
n

x

S

S
n


 3

3 

应 力 张 量

P = T · n

 [Tij]将作用于任意小面元上的应力P矢量和该面
元的外法向矢n联系起来。

 其坐标变换符合二阶极张量的变换规律。

 [Tij]在平衡条件下构成二阶极张量。
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应 力 张 量

 应力是对称张量；讨论应力为
非均匀时的较一般情况

当体元仍较小，彻体力仍可忽略。应

力不均匀，在各面元上的应力不相
等，设其随距离的变化为线性。

 过O点与x1轴平行的转轴的转
矩，逆时针为+，有正应力矩

321322312
2

32
322312

2

32
32 2

1

2

1

2

1

2

1
xxxTxxxx

x

T
Txxxx

x

T
T  












































应 力 张 量

 同理，负应力矩为 沿
x1轴的体力距分量为

 过O点与x1轴的转动方程为：

 I1转动惯量

32123 xxxT 
3211 xxxG 

 
2
1

2

132113212332 t
IxxxGxxxTT




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 可简化为：T32 - T23 + G1 = 0

 同理： Tji - Tij + Gk = 0

 由此：G ≠ 0，应力不对称

G = 0，即不存在体力距， Tji = Tij

即 应力为对称张量
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 应力张量的简化下标
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 主轴坐标系中的应力

 将主应力方向选为坐标轴时，所有切应力分量都
为零。

 应力张量是场张量，其取向和分量数只取决于外
力和所选择的坐标系。因此，应力的主轴坐标系
与晶体的对称性无关。
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 应力张量举例

 1) 流体静压力：T1 = T2 = T3 = - P

 2)单轴向应力
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 3) 双向轴应力

晶体中切出一薄片，大面为x1x2面

+ T2 = - T1 = T，此时T3 = 0
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 应力的分量和取向与坐标系的选择有
关，如逆时针转450，坐标变换阵为：

 新坐标系中应力张量T’变现为纯切应力：
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 形变：物体中各质点的位置发生位移；
物体内各质点之间相对位置必须变化，
即有相对的位移。

 1. 位移梯度张量 e
形变后a → a’ 矢径 r → r’ (xi + ui )

b → b’ 矢径 r + dr →

r’ + dr’ [ (xi + d xi ) + ( ui + dui ) ]

应 变 张 量

 各质点之间相对位置必须变化：

b → b ’’ 刚性运动 du = 0

b’’ → b’ 形变 u = u (r)

或 ui = ui (r)

u (r)为质点的位移场

质点的微分位移
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 如物体的形变为无限小均匀形变，则可认为各位移
变量是各坐标变量的线性关系，即质点的微分位移
和质点坐标变量的线性关系（即上式）中的各偏微
商为常数，与点坐标无关。

 [eij]二阶张量，称位移梯度张量

▽u

du = ▽u · dr
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 2. e张量各分量的物理意义

如dx2 = dx3 = 0，即a,b质点间的线
元沿x1轴方向：

du1   du2  du3为b相对于a在形变过程
中沿x1 x2 x3 轴方向位移的增量。
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 ：ab线元的相对伸长，即伸长率。

 ：ab线元两端在形变中沿x2方向位移增量

与线元长度比，无限小变形时：e21≈θ21

 同理e31≈θ31， e21   e31不是相对伸长，而是形变，
即切变， e11称正变。

 推而广之，即dx1 dx2 dx3 ≠ 0，也成立。
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 3. [eij]张量包括了无形变的纯转动分量。
abcd做纯刚性转动→a’b’c’d’

ab与x1平行，向x1转动： φ= e21

ad与x2平行，向 - x1转动：φ= - e12

 二维空间的位移梯度张量[eij]表为：
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 纯刚性转动， [eij] ≠0，即该张量的部

分分量并不描述真正的形变，但描述纯
刚性转动，且这部分分量有反对称性质。

 同理可证，三维情况亦如此。
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 4. 材料在均匀形变下的特点

式中各量均为常量

将 积分，则

ui = (u0)i + eij xj u0为圆点O的位移

形变后，a的坐标（即a’）为：

r’ = r + u      即 x’i = xi + (u0)i + eij xj

如原点无位移，则：

ui = eij xj

x’i = xi + eij xj

j

i
ij x

u
e


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

jiji dxedu 
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ui = eij xj

x’i = xi + eij xj

 均匀形变，位移和坐标—线性关系，质点在变形前

后的坐标亦为线性关系，并有如下特点：

1). 直线仍然是直线；

2). 平行的直线仍平行，且伸长（缩短）成比例。

3). 圆变为椭圆，椭圆变为另一不同的椭圆。

应 变 张 量

 定义新物理量来描述纯形变（去除刚性平动和转动）

二阶张量可分解为一个对称张量和一个反对称张量
之和。

[eij] = [Sij] + [Rij]

 定义[Sij]为应变张量，即从位移梯度张量[eij]中减去
纯刚性旋转张量[Rij]后的纯形变部分。
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 [Sij] = [eij] - [Rij]
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 1. 应变张量[Sij]的性质：二阶对称张量
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 对角分量Sii = eii，沿xi轴伸长率，正应变

 非对角分量Sii (i≠j)，切应变分量。
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 引入位移梯度张量的转置张量：
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 2. 应变张量的简化下标表示

双下标：S11, S22 , S33, S23 = S32, S31 = S13 , S12 = S21

单下标：S1 , S2  , S3 , (1/2)S4 , (1/2)S5 , (1/2)S6
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 简化后(SI)为应变矩阵，可写成6元矩阵，并消除
(1/2)因子：

简化为：
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应 变 张 量
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应 变 张 量

 3. 应变与晶体对称性

应变张量是场张量，是物质在受到外界作用（包括
应力、电场和温度）后所作出的响应。

 晶体中应变，和外界作用和晶体对称性都有关，这
和应力张量之不同。

应 变 张 量 举 例

 1. 立方体的容变

选取坐标系为主轴坐标系，则物体中的应变张量取
对角形式，即：

 三个主轴方向相互垂直，沿此三方向的应变为主应
变，即伸长或缩短。当物体不发生纯刚性转动，
[Rij] = 0， 形变后由于无切变，因此三个主方向仍
保持互相垂直 。
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应 变 张 量 举 例

 单位立方体的容变：

△= (1 + S1) (1 + S2) (1 + S3) – 1

Si﹤﹤1时， Si﹤﹤高次项忽略

可近似认为：

△≈ S1 + S2 + S3 = Sii

应 变 张 量 举 例

 2. 单位球的应变

 ①三维应变
球面方程： x1

2 + x2
2 + x3

2 = 1

均匀形变后，沿三个主轴方向的半轴长不再相
等，原球面上质点离原点的距离分别为：

x1’ = x1(1 + S1),    x2’ = x2(1 + S2),     x3’ = x3(1 + S3)

球变椭球，方程为：
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应 变 张 量 举 例

 ②二维应变

设

应变只发生在x1x2平面内

特殊情况：
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应 变 张 量 举 例

 主轴坐标系(xi)绕x3轴右旋450，变为新
坐标系(x’i) ，其坐标变换矩阵为：

 在新坐标系中，应变张量形式为
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应 变 张 量 举 例

 此时无正应变分量，只有切应变分量，称为纯切变。

 由此，坐标变换可以使正应变和切应变互相变换，
即物体中的应变状态的描述与选择的坐标系有关。
该结论对任意二维应变都成立。
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应 变 张 量 举 例

 3). 单切变与纯切变

 如果对于一个二维正方形，则形变后
的平行四边形两棱边与原正方形两边
所夹小角应都是S，此时：

S12 + S21 = S
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应 变 张 量 举 例

 另一种二维切变，即单切变，这不是
应变，只是一般的形变。

 单切变与纯切变不同点在于相差一个
纯刚性旋转，形变后的平行四边形再
经绕x3轴向顺时针方向作纯刚性旋转
角度S。

应 变 张 量 举 例

 4). 线性应变张量定义的适用范围

 上式定义的应变张量表示出应变与位移关系中的线
性项，如果材料中出现非线性应变，即应变中包含
有位移对坐标导数的二次方项，上式不成立。

 要避免出现这种情况，要求材料中的位移梯度值要
比弹性限度值小得多，实际中最大应变是10-4量级。
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晶体的弹性性质

 晶体不受作用力时不形变，无形变晶体的内部粒子
排列于其平衡位置。

 当形变发生时，粒子间发生了相对的位移， 平衡
状态被破坏，使粒子间产生相互作用力， 这种力
驱使粒子恢复到原来的平衡位置，表现为晶体的内
应力。
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晶体的弹性性质

 晶体受力产生形变可分为两类：

(1). 受外力作用时有形变产生，撤
去外力后，仍能恢复原来的起始状
态，称弹性形变。（线性的oa段+
非线性ab段）

(2). 应力超过弹性极限后，去掉施

加外力，晶体不能恢复原状，而是
处于一种新的准平衡位置，晶体发
生了永久性形变，称塑性形变。

Hooke  定 律

 在弹性极限内，固体受外力作用时应变和应力成
线性正比关系，Hooke定律。

 1. 各向同性固体中的Hooke定律

均匀且各向同性固体棒，沿棒长方向的纯拉伸
力，张应力T，沿棒长方向的正应变为S = △l / l

Hooke定律可写为： S = s T

s：弹性顺服系数

或 T = c S

c：弹性劲度系数

Hooke  定 律

 2. 晶体中的Hooke定律

Sjj = sijkl Tkl

共代到表九个方程，其中：

S11 = s1111T11 + s1112T12 + s1113T13 + s1121T21 + s1122T22 

+ s1123T23 + s1131T31 + s1132T32 + s1133T33

sijkl：晶体顺服系数，共9 x 9 = 81个分量

Hooke  定 律

 物理意义：沿长方形晶棒的棱边方向施加拉应力
T11，将有S11、S12、…S339个应变分量，说明有x1、
x1、x33方向的正应变，还有切应变，从而使原来
互为直角的棱边变为斜交 。

 如想让晶体棒发生纯弯曲，而在其两边的端面加
上切向力，其结果不仅会使晶体弯曲，而且还会
扭变。

Hooke  定 律

 3. 晶体的弹性系数形成四阶极张量

(1). 证明（自学）

S = s : T               T = c : S

(2). 弹性系数的简化下标表示

沿用应力和应变的简化下标，双下标ij、kl采用单
下标M、N替代：

双下标：11, 22 , 33, 23 = 32, 31 = 13 , 12 = 21 

单下标： 1,   2,    3,       4,           5,             6

Hooke  定 律

 具体有：

sMN = sijkl，当M和N都等于1,2,3

sMN = 2 sijkl，当M和N等于4,5,6 

sMN = 4 sijkl，当M和N都等于4,5,6

和 ： cMN = cijkl， M，N = 1,2,3…,6
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Hooke  定 律

 4. Hooke定律的矩阵形式
简化后

SM = sMN TN 和 TM = cMN SN

展开为

顺服矩阵和劲度矩阵互为逆矩阵
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应力的功和静态晶体应变能

 1. 应力的功

无应变时晶体为小立方体，体积等于1个单位。

施加均匀应力TM，产生均匀的小应变sM，当所有应
变分量变为SM + d SM过程中，各应力分量TM所做元
功： dW = TM dSM

应力的功和静态晶体应变能

 正应力所做功：

 M = 1，T1⊥ x1  晶体两个表面向外拉伸

 S1 → S1 + d S1

设每个表面的位置都向外移动1/2 d S1

 可认为其它两对表面在T1作用下只改变

面积的大小，而各面的中心的位置不
变；其它应变分量和整个立方体的中心
也保持不变。

 显然，所做功为:
2 (T1 ½ dS1) = T1 dS1

其他两个方向的功为： T2 dS2，T3 dS3

应力的功和静态晶体应变能

 切应力所做功：

 M = 4，切应力T23、 T32 

 在T4作用下所做的功为:

2 (T23 ½ dS23) + 2 (T32 ½ dS32) = 

T23 dS23 + T32 dS32

T23 = T32 = T4， S23 = S32 = ½ S4

总功为： T4 dS4

同理T5、 T6 总功为： T5 dS5、T6 dS6

同时考虑正、切应力： dW= Tij dSij

应力的功和静态晶体应变能

 2. 晶体的应变能

 晶体受应力作用，且外界所作的功只有应力所作
的功dW，则晶体系统的自由能G = U -θ S*的增

量为：

dG = - S* dθ + dW

温度不变，而且设无压电效应，则晶体的应变只
由应力所产生dW = TM dSM

dθ= 0

晶体自由能的增量为：

dG = dW = TM dSM

应力的功和静态晶体应变能

 带入Hooke定律得到

dG = cMN SN dSM

微分形式：

对SN求导：

 自由能是状态的函数，本例中状态只由应变确
定，因此将G对S微分与M和N的次序无关，即

 可见： cMN = cNM， 同理可推出： sMN = sNM

NMN
M

Sc
S

G





MN
MN

c
SS

G



2

NMMN SS

G

SS

G







 22



26

应力的功和静态晶体应变能

 据此在c和s的6x6矩阵中，除了对角矩阵元外，

其余非对角元相对于对角元为对称者都相等，独
立分量数目减少到21个。

 积分式：dG = cMN SN dSM，可得晶体应变能为：

G = ½ cMN SM SN 

即应变能密度

 正定性约束条件：如晶体处于零应变态时是静态
平衡的状态，则在这种条件下晶体所具有的应变
能应是最小的应变能，应变能密度只能取正值。

弹性系数和晶体对称性

 1. 弹性是所有晶类都具有的性质。

 2. 均质体的弹性系数

 均质体即各向同性体，具有比晶体中对称性最高
的晶类还要高的对称性。

 均质体的弹性系数的不为零的独立分量数应比立
方晶系的更少。

 将立方晶系的(cMN)绕其任何对称轴旋转任何角度
（一般450）后所得到的新矩阵表=原矩阵表，再
减少某些分量便可求得均质体的(cMN)。

弹性系数和晶体对称性

 均质体
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 均质体的弹性系数只有两个不为零的独立分量：
c11、c12。

 如一各向同性的长棒，沿其轴向(x1)加拉伸张力
T1，则棒沿拉伸方向有纵向正应变S1，同时也发生
沿与此垂直方向的横向正应变S2和S3：

S1 = s11 T1 = T1 / c11 

S2 = T1 / c12

S3 = T1 / c12

 c11、c12分别表示纵向和横向应变。
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 均质体受某方向拉伸时，沿与此垂直方向的压缩
并不与拉伸有相同的数值。

 如均质体棒受到正应力的作用，则不会有切应变
发生；同样若只受到切应力的作用时，则只有切
应变发生。

弹性系数和晶体对称性

 实际工程运用。

杨氏模量 E = 1 / s11

切变模量

泊松比 υ= - E s12

三者关系为：

弹性系数和晶体对称性
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