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思考和练习 

1 如何描述受力物体内一点的应力状态？为什么？ 

2 已知受力物体内一点的应力状态分别为 
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（1）求外法线方向与三个坐标轴等倾斜截面上的应力分量； 

（2）求该点的应力张量不变量； 

（3）求该点的主应力，并画出主应力简图； 

（4）求主偏应力，并画出主偏应力简图； 

（5）求最大切应力 

（6）求等效应力。 

3 已知受力物体内一点的应力状态分别为 
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试将其分解为应力偏张量及应力球张量，并计算应力偏张量的第二不变量。 

4 为什么说应力张量的第一、第二和第三不变量 1I 、 2I 、 3I 与坐标的选择无关？ 

5 等效应力具有哪些特点？ 

6 已知受力物体内的应力场为： 3
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26 xcxyx  ，
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xycy  ， yxcycxy

2

3

3

2  ，

0 zxyzz  ，试求系数 321 ccc 、、 。 

7 真应变与工程应变有哪些特点？ 

8 主应变简图有几种形式，为什么？ 

9 证明体积不变条件可表示为 0 zyx   。 

10 判断下列应变场能否存在： 

  （1）
2xyx  ， yxy

2 ， xyz  ， 0xy ，  yzyz  2

2

1
 ，  22

2

1
yxzx  ； 

  （2）  22 yxcx  ，
2cxy  ， xyxy 2 ， 0 zxyzz  。 

11 为什么说应变增量更能准确地反映受力物体的变形情况？ 

12 试述塑性加工时工具的工作速度、位移速度以及应变速率的区别与联系。 

参考答案 

1 受力物体内一点的应力状态，用过一点相互垂直的三个平面上的九个应力分量来描述。因

为过该点其它截面的应力均可以用这九个应力分量来求出。 

2  

（1） )(2 MPaN  ， )(2 MPaN  ； )(3 MPaN  ， 0N  

（2） 0,3,4 321  III ； 0,0,3 321  III  
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（3） 0,)(1,)(3 321   MPaMPa ； 0,0,)(3 321   MPa  
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4 由于主应力数值与坐标的选择无关，，因此特征方程中的系数与坐标的选择无关。 

5 （1）等效应力是一个不变量；（2）等效应力在数值上等于单向均匀拉伸（或压缩）时的

拉伸（或压缩）应力，即当 032  时， 1  ；（3）等效应力不是作用在某特定平

面上的应力，因此，不能在某一截面上表示出来；（4）等效应力可以理解为一点应力状态中

应力偏张量的综合作用。 

6 321 321  ccc 、、  

7 （1）工程应变不能反映变形的实际情况；（2）对数应变具有可加性，而工程应变不具有
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可加性；（3）对数应变为可比应变，工程应变为不可比应变；（4）工程应变计算简单。 

8 主应变简图有三种形式，是由于体积不变条件决定的。 

9 由应变增量体积不变条件表达式除以时间增量。 

10 （1）不存在；（2）当 c=1 时，存在。 

11 变形过程终了时的全量应变不一定取决于当时的应力状态。使得全量应变在塑性变形研

究中的作用受到了很大的限制。应变增量与瞬时的应力状态相对应了。 

12 
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练习与思考题 

1 试述屈服准则的几何意义。 

2 试述米塞斯屈服准则与屈雷斯加屈服准则的特点。 

3 何谓π 平面，为什么说在π 平面上有六个对称轴？ 

4 已知应力张量 
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（C 为正的常数），试问当恰好发生屈服时，按米塞斯屈服准则和屈雷斯加屈服准则， ?C 。 

5 在棱边为 1×1×1mm 立方体的一个面上施加 710 N 的压缩载荷，正好使该立方体发生屈

服，如果在其它两个面上分别作用有 10N和 20N 的压缩载荷时，则该平面上需要作用多大载

荷，才能使该立方体发生屈服？假设接触面上的摩擦可以忽略。 

6 已知具有半球形端部的薄壁圆筒（如图 1 所示），平均半径为 r，壁厚为 t，受内压力 p

作用，试求此时薄壁圆筒的屈服条件（按米塞斯屈服准则和屈雷斯加屈服准则）。 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

7 在 x、y、z 坐标系下，试推导出 yz   、 0 yzzx  条件下的米塞斯（Mises）屈服

准则的表达式。 

8 为什么说描述塑性范围内的应力-应变关系比弹性范围内的要复杂得多？ 

9 试述全量理论与增量理论的区别。 

10 应力应变顺序对应规律包含哪些基本内容？在应用上有何意义？ 

11 等效应力-等效应变单一曲线假设有什么意义？ 

12 等效应力-等效应变曲线的简化模型有哪些？分别写出其数学表达式。 

13 已知
2

1
s

  ，
2

2
s

  ， 03  ， ad p 1 （ a 为常数），试求相应的应变增量
pd 2 、

2
r 

t 

p 

图 1 具有半球形端部的薄壁圆筒 
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pd 3 。 

14 已知下列三种应力状态三个主应力为：1）σ 1=σ ，σ 2=0，σ 3=-σ /2；2）σ 1=2σ ，σ 2=

σ ，σ 3=0；3）σ 1=60，σ 2=30，σ 3=0。求应变增量的比值。 

参考答案 

1 在主应力空间中，屈雷斯加屈服准则为一与三个坐标轴等倾斜的六棱柱面；米塞斯屈服准

在主应力空间为一与三个坐标轴等倾斜的圆柱面。 

2．（a）屈雷斯加屈服准则： ks 2 ；米塞斯屈服准则： ks 3 。 

（b）与坐标的选择无关 

（c）在屈雷斯加屈服准则中，没有考虑中间主应力对材料屈服的影响。而米塞斯屈服准则

由于考虑了中间主应力对屈服的影响。 

（d） 静水压力对两种屈服准则没有影响。 

（e） 在主应力空间中，屈雷斯加屈服准则为一与三个坐标轴等倾斜的六棱柱面在 平面上

为一正六边形，称为屈雷斯加六边形。米塞斯屈服准在主应力空间为一与三个坐标轴等倾斜

的圆柱面，在 平面上为一个圆，称为米塞斯圆。 

（f）应用上的限制 

在主应力顺序已知时，屈雷斯加屈服准则是主应力分量的线性函数，使用起来非常方便，

在工程设计中常常被采用。而米塞斯屈服准则显得复杂。但是，当主应力顺序未知时，屈雷

斯加屈服准则为六次方程，显然比米塞斯屈服准则复杂得多。 

3 过原点且与等倾斜轴垂直的平面，称为平面。由于假设材料的屈服与坐标的选择无关，

因此，可以得到三个对称轴，由材料的拉压性能相同，可以得到另外三个对称轴。 

4 按米塞斯屈服准则： sC 
3

1
 ；屈雷斯加屈服准则： sC 

2

1
 。 

5 40N，或－10N。 

6 按米塞斯屈服准则： s
t

pr


2

3
；按屈雷斯加屈服准则： s

t

pr
 。 

7   222
3 sxyyx    

8 由弹性应力应变关系可知，应力应变的关系是线性的，并可用虎克定律来描述，应变可由

应力唯一确定。但是，在塑性变形范围内，应力与应变的关系是非线性的，应变不能由应力

唯一确定，而是与变形历史有关。这是由于随着变形的发生与发展，材料原有的组织和性能

也随之发生变化，而且塑性变形是永久变形，每一微小阶段的塑性变形所导致的组织和性能

变化都要保留下来，并影响下一阶段的变形过程，因此，各个微小变形阶段的应力应变关系

都是不同的。 

9 增量理论：应力与应变增量之间关系。全量理论：应力与全量应变之间关系的。二者的区

别在于：表达式、假设条件不同。 

 

10 应力应变顺序对应规律包括应力应变顺序对应关系和应力应变的中间关系。应力应变顺

序对应规律，既可以根据应变的顺序确定应力的顺序，也可以根据应力顺序确定应变的顺序。 

11 根据单一曲线假设，就可以采用最简单的实验方法来确定材料的等效应力与等效应变曲

线。 

12 理想弹塑性材料模型、理想刚塑性材料模型、幂指数硬化材料模型、刚塑性非线性硬化

材料模型、弹塑性线性硬化材料模型、刚塑性线性硬化材料模型。 

13 1：（-1）：0 

14 （1）1：（-1）：0；（2）1： 0：（-1）；（3）1： 0：（-1）。 
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练习与思考体 

1 塑性加工问题的精确解需要满足哪些条件？ 

2 对于平面应变问题，试证塑性区内每点的应力状态可用平均应力m 和最大切应力 k 来表

示。即：1=m+k；2=m；3=m k。 

3 试述平面问题、轴对称问题的变形特点。 

4 对于塑性加工而言，假设库仑摩擦定律中的摩擦系数为常数，问摩擦系数的最大值为多

少？为什么？  

5 试述主应力法求解塑性加工问题的特点。如图 2 所示，已知：1）侧向均布载荷 sq 
3

1
 ；

2）接触面上的摩擦切应力 sf 
2

1
 。试求如图 2 所示的圆柱体压缩时的单位压力 p 。 

 rR
h

p S
S 




3

4
 

6 判断α 、β 滑移线的规则是什么？ 

7 汉盖应力方程有何意义？由此可以得到滑移线场的哪些特性？ 

8 滑移线场有哪些典型的应力边界条件？ 

9 试述盖林格尔速度方程的用途。 

10 何谓滑移线场的速度矢端图，滑移线与速度矢端曲线之间有何关系？ 

11 为什么说沿着同一条滑移线，速度不连续量的大小保持不变，其方向随滑移线方向而改

变？ 

12 已知某滑移线场如图 3 所示，点 C 的等静压力为 900MPa，剪切屈服应力 k =600MPa，

求点 B、D 的应力状态。 

13 已知顶角为 2γ 的刚性楔体压入半无限空间时的滑移线场如图 4 所示，求当楔体压入深

度为 h 时所需要的总的变形力 P。设接触摩擦切应力为零。 

14 试述上限法求解塑性加工问题的基本要点，如何使所得到的上限解逼近于真实的速度

场？  

15 无摩擦的平面应变挤压过程如图 5 所示，求挤压压力 p/2k 的上限解，画出 p/2k—θ 的

关系曲线，求出 p/2k的极小值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 6 

 

16 无摩擦的平面应变拉拔过程如图 6所示，三角形中∠ABC=∠CDE=60°，AB和 CD 与水平轴

垂直，求挤压压力 p/2k 的上限解。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

参考答案 

1 对于弹塑性变形物体：需满足 16 个方程；对于刚塑性变形物体：需满足 17 个方程； 

2 当主应力顺序 321   已知时，由 
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图 4 刚性楔体压入半无限空间时的滑移线场 

p

u0


 

 

h0=1 

he=1/2 

A 

B 

θ  ψ  

eu  C 30° 

图 5 无摩擦的平面应变挤压 
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图 6 无摩擦的平面应变拉拔过程 
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图 2 圆柱体镦粗问题 
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图 3 已知的滑移线场 

30° 
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                            (8-5) 

3 

（1）平面应变问题特点：当变形体内各点的位移分量与某一坐标轴无关，并且沿该坐标轴

方向上的位移分量为零时，则将这一变形过程称为平面应变问题。假设变形体内各点沿 z 坐

标轴方向上的位移分量为零。 

（2）平面应力问题特点：当变形体内所有应力分量与某一坐标轴无关，在与该坐标轴垂直

平面上的所有应力分量为零， 

（3）轴对称问题特点：如果变形体的几何形状、物理性质以及外载荷都对称于某一坐标轴，

通过该坐标轴的任一平面都是对称面，则变形体内的应力、应变、位移也对称于此坐标轴。 

4 按米塞斯屈服准则：
3

1
max  ；屈雷斯加屈服准则： 5.0max  。 

5  rR
h

p S
S 




3

4
 

6 若线与  线形成一右手坐标系，则最大主应力（按代数值）应位于此坐标系的第一和第

三象限。 

7 汉盖应力方程给出了同一条滑移线上平均应力 m 与转角 之间的关系。若滑移线场已确

定，则转角也就被确定了，已知某一条滑移线上一点的平均应力 m ，则沿该条滑移线上

任意一点的平均应力均可求出。由于两族滑移线是相互正交的，因此，整个塑性区内各点的

平均应力均可以求出，确定出整个塑性区内各点的应力状态。 

8 自由表面、无摩擦的接触表面、摩擦切应力达到最大值 k 的接触表面、当 kf 0 时的

接触表面。 

9 已知滑移线场，可以根据盖林格尔速度方程求出速度场。 

10 滑移线场的速度矢端图：滑移线上各点的速度矢端曲线。移线与速度平面上的速度矢端

曲线在相应点上彼此正交。 

11 由于速度间断线就是滑移线，因此，在速度间断线 L 两侧都必须满足盖林格尔速度方程

式，设速度间断线为线，则有 

                           
0
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22

11


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



duud

duud

nt

nt




 

由于法向速度是连续的，即 nn uu 21
  ，因此，将上两式相减，可得 tt udud 21

  ，即 

常数 ttt uuu 12
  

即沿同一条滑移线的速度间断值为常数。 

 

12 已知某滑移线场如图 3 所示，点 C 的等静压力为 900MPa，剪切屈服应力 k =600MPa，

求点 B、D 的应力状态。 
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13 单位长度上的变形力    tgkhP  14   

14 试述上限法求解塑性加工问题的基本要点，如何使所得到的上限解逼近于真实的速度

场？ 

采用上限法求解塑性加工问题，通常包括以下几个步骤，即：（a）根据材料流动规律

设定一个运动许可的速度场，该速度场可以包含一个或多个待定参数，但需要满足速度边界

条件和体积不变条件；（b）根据所设定的速度场，由几何方程确定应变速率场和等效应变速

率，并利用式(8-130)确定各上限功率；（c）求总功率的极小值。使总功率对于设定速度场中

各待定参数进行最小化处理，以便从速度场中所包含的无限多个上限解中得到一个最小的上

限解，再由这个最小功率求出相应的工作载荷。但是，应该注意到，由此所得到的最小上限

解并不是精确解，因为所设定的运动许可速度场往往不能包含真实的速度场。 

为了设计出尽可能接近于真实情况的运动许可的速度场，使所得到的上限解逼近于真

实解，需要根据相关的基础理论，结合实际经验对材料流动规律进行直观的分析和逻辑判断。 

15
   













 30sinsin

1

30sinsin

1

4

1

2k

p
。 

16 p/2k＝1.732。 

 

练习与思考题 

1 试述粉末材料的变形特点。 

2 粉末成形大致可以分为哪几个阶段？ 

3 粉末颗粒之间的联结力通常有哪些类型？ 

4 粉体制品烧结的目的是什么？ 

5 为什么说粉体材料具有低屈服强度和低延伸率的特点？ 

6 粉末材料的屈服准则与致密材料的屈服准则有什么不同？为什么？ 

7 粉末材料塑性变形时的应力应变关系有哪些特点？ 

8 何谓复合材料？复合材料有哪些特点？ 

9 组成复合材料的基体与增强相的作用是什么？ 

10 复合材料的界面有哪些功能？ 

11 影响复合材料性能的因素有哪些？ 

12 控制界面反应的方法有哪些？ 

参考答案 

1 粉体材料的变形是由基体变形和孔隙的变形所构成的，即变形与致密是同时进行的，力总

是通过基体来传递的。基体的变形是主动的，遵循致密体变形的一切规律。基体材料的应力、

应变状态除与外加载荷有关外，还与孔洞的形状、大小以及方位有关。孔洞的变形由孔洞的

形状变化和体积变化两部分组成，其变形是被动的。即孔洞变形是通过基体的塑性变形产生

的，也就是说，基体与孔洞的变形是相互关联的。 

    由于粉体材料在成形过程中同时产生变形和致密，遵循着质量不变条件，其体积是不断

减少的，塑性变形时消耗了部分能量来减少粉末材料的孔隙，所以，粉体材料与致密体相比

具有较小的横向流动 
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2 (a) 第一阶段：粉末颗粒的重新排列阶段；(b) 第二阶段：弹性变形与塑性变形阶段；(c) 第

三阶段：粉末颗粒断裂阶段。 

3 粉体预成形坯之所以有一定的强度，是因为粉末颗粒之间的联结力作用的结果。粉末颗粒

之间的联结力大致可分为两种：a) 粉末颗粒之间的机械啮合力；b) 粉末颗粒表面原子之间

的引力。 

4 烧结的目的是为了合金化或成分更均匀，提高预成形坯的密度和力学性能。烧结还可以进

一步降低制品的含氧量。 

5 粉末材料中的孔隙存在以及颗粒之间粘结力低，因此屈服强度低。粉体材料中的孔隙对拉

应力是非常敏感的，因此，粉体材料在拉应力状态下，具有低塑性、低韧性的特点。 

6   二者的最大区别在于等静压力影响粉末材料的屈服。对于粉末材料变形与致密同时进

行。 

7 粉末材料塑性变形时的应力应变关系有哪些特点？ 

由此可知：a) 对于稳定的材料( i = s已知)，当三个主应变d1 、d2 、d3 已知时，

由式(9-35)可以求出主应力值，这一点与致密材料是不一样的，对于致密材料而言，当d1 、

d2 、d3 已知时，只能求得应力偏量分量或正应力之差： 1 2 、 2 3 、 3 1 、，

一般不能求出1、2 、3，因为平均应力仍是未知数；b) 若两正应力相等，则相应的应

变增量也相同，反之亦然；c) 若某一方向的应变增量例如 d2 为零，则相应的应力

2 =    1 3 。可见由于相对密度的影响，    2 1 3

1

2
   ，这一点与致密材料也是

不同的。 

 

8 复合材料是一种多相材料，凡是由两种或两种以上的物理和化学本质不同的材料，以微观

或宏观的形式组合而成的材料，均可称为复合材料。复合材料一般是由强度和模量都较高，

但脆性大的增强剂与韧性好但强度和模量均较低的基体组成。因此，复合材料具有比强度、

比模量、抗疲劳、耐高温性能优良、减振性能好，并且可按照构件的结构和受力要求，给出

预定的、分布合理的配套性能，进行最佳的结构设计等一系列的特点。 

9 在复合材料中，通常有一相为连续相，称为基体，主要起粘结或连接作用，例如金属、聚

合物、陶瓷；另一相为分散相，称为增强相，增强相可以提高材料的强度、刚度、抗冲击能

力以及耐热性等，常用的增强材料有连续长纤维、短纤维、晶须以及颗粒等。复合材料的组

分材料虽然保持着其相对独立性，但复合材料的性能却不是各组分材料性能的简单叠加，而

是有着重要的改进。基体材料和增强材料以及二者之间的界面的性质及其相互作用，决定着

复合材料的性能。 

10 传递效应、分割效应、阻断效应、不连续效应、散射和吸收效应、诱导效应。 

11 界面结构和性质。 

12 界面优化的目标是形成可以有效传递载荷、调节应力分布、阻断裂纹扩展、形成稳定的

界面结构。主要途径有增强体的表面涂层处理、金属基体合金化及优化制备工艺参数等。 

 


