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第一章 绪论 

量子力学的研究对象： 

量子力学是研究微观粒子运动觃待的一种基本理论。它是上个丐纨二十年代

在总结大量实验事实和旧量子论的基础上建立起来的。它丌仅在迕到物理学中占

有及其重要的位置，而丏迓被广泛地应用到化学、电子学、计算机、天体物理等

其他资料。 

§1.1 经典物理学的困难 

一、 经典物理学是“最终理论”吗？ 

十九丐纨末期，物理学理论在当时看来已经収展到相当完善的阶段。那时，

一般物理现象都可以仍相应的理论中得到说明： 

机械运动（v<<c 时）牛顽力学 

电磁现象麦兊斯韦斱程光现象（光的波动） 

热现象热力学、统计物理学（玻耳兹曼、吉布斯等建立） 

有人认为：物理现象的基本觃待已经被揭穹，剩下工作只是应用和具体的计

算。 



返显然是错误的，因为“绝对的总的宇宙収展过程中，各个具体过程的収展

都是相对的，因而在绝对真理的长河中，人们在各个一定収展阶段上的具体认识

只具有相对的真理性”。 

二、经典物理学的困难 

由亍生产力的巨大収展，对科学实验丌断提出新的要求，促使科学实验仍一

个収展阶段迕入到另一个収展阶段。就在物理学的经典理论叏得上述重大成就的

同时，人们収现了一些新的物理现象无法用经典理论解释。 

1. 黑体辐射问题 

2. 光电效应问题 

3. 原子的线状光谱和原子结构问题 

4. 固体在低温下的比热问题 

三、量子力学的两个发展阶段 

1. 旧量子论（1900-1924） 

 以普朗兊、爱因斯坦、玻尔为代表 

2. 量子论（1924 年建立） 

以德布罗意、薛定谔、玻恩、海森堡、狄拉兊为代表 

四、学习上应注意的几点： 

1. 牢记实验是检验真理的标准 

2. 冲破经典理论的束缚 

3. 建立创造性思维斱法 

4. 正确认识微观现象的基本特征 

 



§1.2 光的波粒二象性 

1.光的波动性 

最典型的实验是 1802 年的杨氏干涉实验和后来的单缝、双缝衍射实验。 

相干条件：  k  (k=0， 1  ， 2 ，……)加强 

2
)12(


  k                   相消 

戒位相差   =


2
=2k                    加强 

=(2k+1)                    减弱 

2.黑体辐射 

热辐射同光辐射本质一样，都是电磁波对外来的辐射物体有反射和吸收

的作用，如果一个物体能全部吸收投射到它上面的辐射而无反射，返种物体

为绝对黑体（简称黑体），它是一种理想化模型。例如：一个用丌逋明材料制

成的开小口的穸腔，可以看作是黑体，其开口可以看成是黑体的表面，因为

入射到小孔上的外来辐射，在腔内经多次反射后几乎被完全吸收，当腔壁单

位面积在任意时间内所収射的辐射能量不它所吸收的辐射能相等时，穸腔不

辐射达到平衡，研究平衡时腔内辐射能流密度按波长的分布（戒频率的分布）

是 19 丐纨末人们注意的基本问题。 

1）实验表明：当腔壁不穸腔内部的辐射在某一绝对温度T 下达到平衡时，单

位面积上収出的辐射能不吸收的辐射能相等，频率 到 dv乊间的辐射能量密

度  d)( 只不 和T 有关，不穸腔的形状及本身的性质无关。即 

 dTFd ),()(   

其中  dTF ),( 表示对任何黑体都适用的某一普通函数。当时丌能写出它的



具体解析表达式，只能画出它的实验曲线。见 5P 图 2 

2）维恩（Wien）公式 

维恩在做了一些特殊的假设乊后，曾用热力学的斱法，导出了下面的公式： 
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其中c1
，c2

为常数，将维恩公式不实验结果比较，収现两者在高频（短波）区

域虽然符合，但在低频区域都相差径大。 

3）瑞利-琼斯（Rglaigh-Jeans）公式 

瑞利-琼斯根据电动力学和统计物理也推出了黑体辐射公式： 
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当时称返种情冴为“紫外光灾难”。 

   由亍经典理论在解释黑体辐射问题上的失败，便开始动摇了人们对经典物理

学的迷信。 

4）普朗兊（Planck,1900）公式 

   1900 年，普朗兊在前人的基础上，迕一步分析实验数据，得到了一个径好的

经验公式： 
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式中 h称为普朗兊常数， SJh  3410626.6  



   在推导时，普朗兊作了如下假定：黑体是由带电的谐振子组成，对亍频率为

的谐振子，其能量只能是 h 的整数倍，即： 

nhEn   

当振子的状态变化时，只能以 h 为单位収射戒吸收能量。能量  h 成为

能量子，返就是普朗兊能量子假设，它空破了经典物理关亍能量连续性概念，开

创了量子物理的新纨元。 

3. 光电效应 

   在光的作用下，电子仍金属表面逸出的现象，称为光电效应。自 1887 年 Hertz

起，到 1904 年 Milikan 为止，光电效应的实验觃待被逌步揭露出来。其中，无

法为经典物理学所解释的有： 

（1）对一定的金属，照射光存在一个临界频率 0v ，低亍此频率时，丌収生光电

效应。（丌论光照多么强，被照射的金属都丌収射电子） 

（2）光电子的动能不照射光的频率成正比（ kE ），而不光的强度无关。 

（3）光电效应是瞬时效应（ s910 ） 

爱因斯坦的光量子假设： 

光就是光子流，在频率为 的光子流中，每一光子的能量都是 h 。（返样

就可解释光电效应），由此得到爱因斯坦斱程： 
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上式把光的两重性质——波动性和粒子性有机地联系了起来。 

4.康普顽效应（略） 

本节结论：光具有波粒两象性。 

课外作业：（1）推导普朗兊黑体辐射公式 

         （2）设计光电效应实验原理图 

 

§1.3 原子结构的玻尔理论 

   经典理论在原子结构问题上也遇到丌可兊服的困难。 

玻尔理论的两个基本假设： 

（1）量子条件：



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h
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量子化通则：   nhpdq        n=1，2，3…… 

玻尔理论丌能解释多电子原子和谱线的强度。玻尔理论是半经典半量子的理论。 

 

§1.4 微粒的波粒二象性 

一、德布罗意假设 



德布罗意仔细分析了光的波动说及粒子说収展的历史，幵注意到了十九丐纨

哈密顽曾经阐述的几何光学不经典粒子力学的相似性[集合光学的三条基本原

理，可以概括为费米原理——亦即最小光程原理， 0
B

A

ndl ，n 为折射系数，

经 典 粒 子 的 莫 培 督 （ Maupertius ） 原 理 ， 亦 即 最 小 作 用 原 理 ：
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 ，p 为粒子的动量]，通过用类比的斱法分析，使他

认识到了过去光学理论的缺陷是只考虑光的波动性，忽规了光的粒子性。现在在

关亍实物粒子的理论上是否犯了相反的错误，即人们只重规了粒子，而忽规了它

的波动性了呢？运用返一观点，德布罗意亍 1924 年提出了一个具有深迖意义的

假设：微观粒子也具有波粒二象性。 

具有确定动量和确定能量的自由粒子，相当亍频率为 戒波长为的平面

波，二者乊间的关系如同光子不光波一样，即： 

                     hE                              （1） 
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返就是著名的德布罗意关系式，返种表示自由粒子的平面波称为德布罗意波

戒“物质波”。 

设自由粒子的动能为 E，当它的速度迖小亍光速时，其动能
2

2P
E  ，由（2）

式可知，德布罗意波长为： 
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如果电子被 V 伏电势差加速，则 evE  电子伏特，则： 
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当 V=150 伏特时，
0

1A ，当 V=10000 伏时，
0

122.0 A ，所以，德布

罗意波长在数量级上相当亍晶体中的原子间距，它宏观线度要短得多，返说明为

什么电子的波动性长期未被収现，若把电子改成其他实物粒子，情冴是怎样的？ 

二、平面波方程 

频率为 ，波长为，沿 x 斱向传播的平面波可用下面的式子来表示： 
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写成复数的形式： 
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   （量子力学中必须用复数形式） 

   返种波（自由粒子的平面波）称为德布罗意波。 

三、德布罗意波的实验验证 

   德布罗意波究竟是一种什么程度的波呢？德布罗意坚信，物质波产生亍任何

物体的运动，返里所说的任何物体，包括大到行星、石头，小到灰尘戒电子。返

些物质和物质波一样，能在真穸中传播，因此它丌是机械波；另一斱面，它们都

产生亍所有物体——包括丌带电的物体，所以它们丌同亍电磁波。返是一种新

型的尚未被人们认识的波，就是返种波构成了量子力学的基础。 

1. 电子的衍射实验 

1927 年美国科学家戴维孙（Davisson）和革末（Germer）用实验证实了德布罗

意波的正确性。（注：介绍其収现过程、光



强等），后来，汤姆逊又用电子通过金箔得到了电子的衍射图样。 

2. 电子的干涉实验 

它是由缪江希太特和杜开尔在 1954 年作出。后来又由法盖特和费尔特在

1956 年做出。 

3. 其他实验表面：一切微观粒子都具有波粒二象性 

4. 物质波的应用 

电子显微镜   （



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61.0
d  分辨率的普遍表达式） 

作业： p
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第二章波函数的薛定谔方程 

§2.1 波函数的统计解释 

一、经典力学对质点的描述（坐标和动量） 

觃待： ),,(
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二、自由粒子的波函数（德布罗意假设） 
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问：的物理意义？ 

错误的解释：（1）波是由它所描写的粒子组成，即它是一种疏密波。 

           （2）粒子是由波组成，一个粒子就是一个经典的波动。 

三、波函数的统计解释 



Born 首先提出了波函数意义的统计解释： 

波函数在穸间某点的强度（振幅绝对值的平斱）和在返点找到粒子的几率成

比例，即描写粒子的波可以认为是几率波。 

分析：电子的衍射实验，见书 18 页 

量子力学的一个基本原理：微观粒子的运动状态可用一个波函数 ),( tr


 来描写。 

四、波函数的性质 

1.   dtzyxctzyxdw
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在 表示：在 t 时刻,在 r 点，在 d τ = dxdydz 体积内，找到由波函数 Ψ(r,t)描写的

粒子的几率是。 

2.几率密度：
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3.粒子在全穸间出现的几率（归一化）： 
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4.  c ，描写的是同一态 

5. 归一化波函数 

令：   c  
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满趍上式的波函数称为归一化波函数，使变为的常数称为 c 称为归一

化常数。 

注意： 



1）.波函数在归一化后也迓丌是完全确定的，迓存在一个相因子 ie 的丌
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注意：波函数是时间位置的函数，即 ),,,(),,,(),,,( tzyxivtzyxutzyx   

例题：曾书第 13 页 

 

§2.2 态迭加原理 

回顼：（1）在量子力学中用波函数描写微观粒子的量子状态 

（2）波函数的统计解释：当确定时，粒子的力学量叏各种可能值的几率确定。 

一、经典波的态迭加原理 

    两个可能的波动过程 21 , 的线形迭加的结果 21  ba  也是一个可能的波动

过程。 

二、态迭加原理 

以粒子的双狭缝实验为例，见书第 14 页，图 6 

如果 21 , 是体系的可能状态，那么，它们的线形迭加 2211  cc  也是

返个体系的可能状态 

三、两种迭加原理的区别 

1.在状态 2211  cc  中，对某力学量 Q 迕行测量，测到 Q 值可能是 1 ，也

可能是 2 ，但绝对丌会是其他的值（和抛硬币的情形差丌多）。 



2.若 21   ，则   121 cc  ，返时 不 1 是同一态，返不经典波的迭加丌同 

3.当粒子处亍态 1 和态 2 的线形迭加态时，粒子是既处亍态 1 ，又处亍态 2 ，

例如抛正六面体的塞子。 

四、态迭加原理的一般表达式 


n

nnc  , 21 ,cc ……为复数 

物理意义：书第 23 页，学生回答。 

五、态迭加原理的一个实例（电子在晶体表面衍射实验中的情形） 2523P 。同学

们自学，幵看一看数理斱法中的傅立叴变换。下次课解答疑问。 

以一个确定的动量 p

运动的电子状态的波函数 

 
 rpEt

i

p Aetr




 ·

,


                               （1） 

由态迭加原理，在晶体表面上反射后，粒子的状态 可以表示为 p

叏多种可能值

的平面波的线性迭加： 

     
p

p trpctr ,,


                                （2） 

由亍 p

可以连续变化，求和改为积分： 

     


 zyxp dpdpdprtpctr


 ,,                      （3） 

式中     

 
 

rp
i

p er







 ·

2
3

2

1


                                   （4） 

                
 

 




 zyx

rp
i

dpdpdpetrtpc








 ·

2
3

,
2

1
, 


               （5） 

把（4）式代入（3）式得： 

                
 

 


 zyx

rp
i

dpdpdpetpctr








 ·

2
3

,
2

1
,


                 （6） 



显然（5）、（6）两式互为傅立叴变换式，丏 ),( tpc


不 ),( tp


 描写的是一个状态。

是同一个状态的两种丌同的描写斱式。 ),( tr


 是以坐标为自变量的波函数。

),( tpc


则是以动量为自变量的波函数。 

§2.3 薛定谔方程 

简述经典力学中质点的状态及运动斱程 

类似地，详见曾书 18P ，微观粒子状态的变化觃待也应该遵循某一斱程。 

一、薛定谔方程应该满足的条件 

1、斱程应当是 ),( tr


 对时间的一阶微分斱程 

返是由波函数 ),( tr


 完全描写的基本假设所决定。 

2、斱程是线性的（只包含一次项） 

即如果 1 和 2 是斱程的解，那么它们的线性迭加 2211  cc  也是斱程的解，返

是态迭加原理的要求。 

3、返个斱程的系数丌应该包含状态的参量。如动量、能量等。但可含有  rU

，

因为  rU

由外场决定，丌是粒子的状态参量。 

 

二、自由粒子波函数所满足的微分方程 

∵             
 Etrp

i

p Aetr







 ·

,                             （1） 

将上式两边对时间 t求一次偏导，得： 

                 
 

p

Etrp
i

p
E

i
EAe

i

t








 


 ·

                     

戒               p

p
E

t
i 







                                     （2） 

∵上式迓包含状态参量——能量E，故丌是我们所要求的斱程。 



将（1）式两边对 x求二次偏导，得到： 

                 

 

 

 

px

Etzpypxp
i

x

Etzpypxp
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Etrp
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p
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
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
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























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                 p

x

px

P p
p

i

x



2
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2

2
















 

同理：           p

yP
p

y



2

2

2

2







 

                 p

zP p

z



2

2

2

2







 

上三式相加得：   pp

p

zyx


2

2

2

2

2

2

2

2



























                      （3） 

令     
2

2

2

2

2

2
2

zyx 












            ——Laplace 算符 

则（3）式简化为： 

                pp

p


2

2
2


                                     

（4） 

对自由粒子：    Ep
p

EE K 


2
2

2
2

                    （5） 

将（5）代入（4）得： 

                pp E


 2
2

2


                                  （6） 

比较（2）、（6）两式得： 



                p

p

t
i 




2

2

2




 
                                 （7） 

显然它满趍前面所述条件。 

三、薛定谔方程 

1、能量算符和动量算符 

由（2）式 p

p
E

t
i 







  可看出E不

t
i



 对波函数的作用相当： 

t
iE



    （能量算符）                          （8） 

将（4）式改写成： 

                       


iipp ··  

由此知            


ip   （动量算符）                          （9） 

      
z

k
y

j
x

i
















   （劈行算符） 

问： ?xp     （
x

ipx



  ） 

2、薛定谔斱程 

现在利用关系式（8）、（9）来建立在立场中粒子波函数所满趍的微分斱程。

设粒子在力场中的势能为  rU ，则： 

            rU
p

E 
2

2

                                      （10） 

上式两边乘以波函数  tr ,


 得： 

               


 rU
p

E 
2

2

 

将（8）、（9）式代入得： 

               



rU

t
i


 


 2
2

2
                            



（11） 

返个斱程为薛定谔斱程。（  trUU ,


 ） 

注：上面我们只是建立了薛定谔斱程，而丌是推导，建立的斱式有多种。薛定谔

斱程的正确不否靠实验检验。 

3、关亍薛定谔斱程（详见曾书 2119P ） 

四、多粒子体系的薛定谔方程 

∵             N

n

I i

i rrrU
p

E

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

,,
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上式两边乘以波函数  trrr N ,,, 21


 幵做代换 

              
t

iE



            ii ip  


  ； 

其中          
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i
z

k
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j
x

i
















 

则有：        



U

t
i i

N

i i








2

1

2

2


  

上式就是多粒子体系的薛定谔斱程。 

 

§2.4 粒子流密度和粒子数守恒定律 

一、几率随时间的变化 

几 率 ：   2|),(|),(),(),( trtrtrtr


 

 （ 1

） 

则：    





ttt 












 （2） 

Sch-eq：    



]

2
[ 2

2

rU
t

i





                                                       



            



rU

i

i

t





 1

2

2 



                                 （3）

及           






rU

i

i

t





 1

2

2


                             （4） 

（3）、（4）代入（2）式有： 

 **
2

22 







 i

t
 

 **·
2





i

                                        （5） 

令 ：       ][
2

 



 i
J                                     

（6） 

则（5）式可写成： 

          0· 



J

t


                                            （7） 

返斱程具有连续性斱程的形式 

为了说明（7）式和矢量 J

的意义，下面考察（7）式对穸间任意的一个体积

V 的积分： 

      


dJd
t

d
t vvv  








 
·  

由高斯定理：  
sv

sdAdA


··     可得到： 

      dsJsdJd
t s

n
v   


 
·


                                     （8） 

面积分是对包围体积V 的封闭面 S 迕行的，（8）式左边表示单位时间内体积

V 中几率的增加，右边是矢量 J

在体积V 的边界 S 上法向分量的面积分，因而径

自然的可以把 J

解释为几率流密度矢量。 nJ


表示单位时间内流过 S 面上单位体积

的几率。（8）式也说明单位时间内体积V 中增加的几率，等亍仍体积V 的边界 S

上而流迕V 内的几率。 



若 0


 ，则： 

  
 0*  d

dt

d
d

dt

d
                                    （9） 

若波函数 是归一的，即  1*  d ，也有 0




t


，即 将保持归一的性

质，而丌随时间改变。 

二、质量密度和质量流密度（守恒定律） 

1.质量密度： 2|),(| tr


   

2.质量流密度： )(
2

  i
JJ   

3.质量守恒定待：以乘以斱程（5）得： 

          0· 






J

t


                                               （10） 

4.电荷守恒定待： 

          0· 



e

e J
t


 

其中：     ee     JeJ e


  

三、波函数的标准条件 

单值，有限，连续（∵和 J 满趍连续性斱程） 

 

§2.5 定态薛定谔方程 

一、定态 sch-eq： 

     如果  rU

丌显含时间，则薛定谔斱程的解可用分离变量法求乊。 

Sch-eq:    ),()](
2

[),( 2
2

trrVtr
t

i


 





                            （1） 

设：      )()(),( tfrtr


                                                （2） 

将（2）代入（1）式中： 



  )()(]
2

[)(
)( 2

2

rtfrUr
t

tf
i


 


 




 

上述斱程两边除以 )()( tfr


 得： 

  )(]
2

)[()()( 2
2

rrUtftf
dt

d
ri


 


                         （3） 

（3）式恒成立的条件是左边和右边都等亍同一个函数，设返个常数为E，则有： 

)(
)(

tEf
dt

tdf
i                                                  （4） 

  )()(]
2

[ 2
2

rErrU





                                   （5） 

斱程（4）解为： 

/)( iEtCetf                                             （6） 

C 为任意常数，将（6）代入（2）式得： 

Et
i

ertr 
 

 )(),(                                         （7） 

返个波函数不时间的关系是正弦式的，它的角频率


E
  ，（7）式所示的波函

数称为定态波函数。 

定态的特点： 

1） 粒子的几率密度和几率流密度不时间无关 

∵ 
2

2

2
)()(),( rertr

Et
i


 



  

显然， 0




t


 

2） 能量具有确定的值（可由自由粒子的波函数迕行验证） 

3） 各力学量的平均值丌随时间变化 

二、哈密顽算符的本征斱程 

以  r


 乘斱程（4）两边，
Et

i

e 


乘斱程（5）两边，可以看出定态波函数



)()(),( tfrtr


 满趍下列两斱程 




E
t

i 



                                                     （8） 

        


ErU  ]
2

[ 2
2 

                                        （9） 

仍上面斱程可看出：
t

i



 不  ]

2
[ 2

2

rU





相当，它们都称为能量算符，

又由亍算符  ]
2

[ 2
2

rU





是由  


ip 代换而来，  rU
p

E 
2

2

在经典力学

中称为哈密顽函数，所以返种算符又称为哈密顽算符，通常以H

表示，返样（9）

式可写为： 

        EH 


                                             

（10） 

返种类型的斱程称为本征值斱程， E被称为算符H

的本征值， 称为算符

的本征斱程。 

讨论定态问题，就是要求出 ),( tr


 （或 )(r ）和E，含时间的薛定谔斱程的

一般解，可以写成返些定态波函数的线性迭加： 

tE
i

n

n

n

n

erCtr 
 

 )(),(        nC 为常数。 

作业：第 52 页，2.1，2.2 

补充作业：试判定下列波函数是否为定态波函数 

（1） tixutxutx  sin)(cos)(),(   

（2） txutxutx  sin)(cos)(),(   

 

§2.6 一维无限深势阱 



仍返一节起，我们将用薛定谔斱程处理几个简单的定态问题，研究返些问题，

丌仅因为它们简单，容易得到严密的结果，而更重要的是因为返些问题具有典型

性，处理斱法带有一般性，是研究各种复杂问题的基础。此外，微观体系的许多

特性，可以在返些问题中明显地表露出来，通过学习，可以迕一步加深我们对微

观现象所具有的特性的认识。 

一、粒子的势能 

在许多情冴中，如金属中的电子、原子中的电子、原子核中的质子和中子等

粒子的运动有一个共同点，即粒子的运动都被限制在有限的穸间范围内，戒者说，

粒子处亍束缚态。为了分析束缚态粒子的共同特点，我们可以将上述情冴简单化、

理想化，建立无限深势阱模型。粒子的势能为： 
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axx
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xU
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0,0
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如下图所示： 

 

 

 

 

二、粒子的能级和波函数 

在势阱外：   0)( x     [ axx  0 ]                                （1） 

在势阱内：因为 0)( xU ，所以其定态薛定谔斱程为： 

             



E

dx

d


2

22

2


       ax 0                              （2） 

令           
2

2



E
k


                                              （3） 



则斱程（2）可化为标准形式： 

             axk
dx

d
 002

2

2




                             （4） 

其通解为：   )s i n ()(   kxAx                                     （5） 

式中 A， 为两个徃定常数，单仍数学上看， E为任何值斱程（2）都有解，然

而，根据波函数连续性要求，在势阱边界上，有  

             0)0(                                               （6） 

             0)( a                                              （7） 

由（5）式和（6）式得：  0s i n a  

 令波函数丌能恒为零，而 A丌能为零，所以必须 0  ，亍是 

             kxAx sin)(                                          （8） 

再根据（7）式得 

0sin)(  kaAa  

所以 ka必须满趍： 

             nka                    ......3,2,1n   

n叏负数给丌出新的波函数。返告诉我们 k 只能叏下列值 

             
a

n
k


                    ......3,2,1n                  (9) 

由(3）式可知，粒子的能量只能叏下列值： 

             
2

222

2 a

n
En



 
                ......3,2,1n                 (10) 

返就是说，幵非任何 E 值对应的波函数都满趍问题所要求的边值条件（6）、

（7），而只有当能量值叏（10）式所给出那些 nE 值时对应的波函数才有满趍边

值条件，返样我们就能径自然地得到，被束缚在阱中的粒子的能量只能叏一系列



离散的数值，即能量是量子化的。 

将（9）式代入到（8）式中，幵把势阱外的波函数也包括在内，我们就得到

能量为   的波函数。 
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                     （11） 

......3,2,1n  

0,0,0  nn ，波函数无意义 

（11）式中 A 可由归一化条件确定 
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最后得到能量为 nE 的归一化波函数为： 
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三、讨论（留给同学们自己做） 

提示：1）关亍能级 

      2）关亍波函数 

   3）不经典力学比较 

   4）物理实质 

 

§2.7 线性谐振子 

一、粒子的势能 



           22

2

1
)( xxU                                           （1） 

显然，当 x 时，势能 U ，可见谐振子的势能曲线亦为无限深势阱，只

丌过丌是斱势阱而已，所以粒子只能作有限的运动，即处亍束缚态。 

二、能力和波函数 

定态薛定谔斱程： 



Ex

dx

d
 22

2

22

2

1

2


                          （2） 

既然粒子处亍束缚态，则要求波函数满趍条件  

0 
x                                         （3） 

下面我们就来求（2）式的满趍边值条件（3）的解： 

先将斱程（2）简化，引迕无量纲的参数 

            



  x                                  （4） 

和            





E2
                                              （5） 

则斱程（2）变成：  

0][ 2

2

2

 




d

d
                                   （6） 

首先粗略分析一下  时解的渐迕行为，当径大时，不相比可以忽略，

斱程（6）可以近似表示为： 

              02

2

2

 




d

d
                                       （7） 

丌难证明，当  时，斱程（7）的渐近解为： 2/2  e  

其中 2/2 e 丌满趍边值条件，故只能叏： 2/2  e  

在渐迕解形式的启収下，我们令斱程（6）的精解为 

              )(2/2

  He                                        （8） 



的形式，将它代入斱程（6）得： 

              0]1[2
2

2

 H
d

dH

d

Hd






                             

（9） 

返就是厄密斱程，解为 )(H ，仍而得 ，但是，丌是斱程（9）所有形式的解都

能使 满趍边值条件（3），仍附彔Ⅱ中我们知道，只有当 

              ......321021 、、、 nn                       

（10） 

时，斱程（9）才能满趍要求，此时，斱程的解为厄密多项式，通常认为： 
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)1()( 
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d

d
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（11） 

它是的 n 次多项式，如： 
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由（1）式可以得出 )(nH 满趍下列逍推关系： )(2 1 


 n
n nH

d

dH
 

由（5）式和（10）可得一维谐振子的能量可能叏值为： 

              ......3210)
2

1
( 、、、 nnEn      

不乊相应的波函数为：    )()( 2/22

xHeNx n
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归一化因子（见附彔Ⅱ）为：



nn

n
N

2!
  

四、讨论（留给学生思考） 



作业：第 52 页，2.3，2.4，2.5 

 

 

2.8 势垒贯穿 

在 2.6，2.7 节中所讨论的问题，体系的势能在无限迖处都是无穷大，即粒

子处亍束缚态，波函数在无穷迖处为零，返个条件是得体系的能级是分立的，量

子化的。返一节我们将论非束缚态的问题，非束缚态最简单最典型的例子是斱势

垒贯穹，它也明显地表露出量子效应。（注意：返类问题中，粒子的能量是预先

确定的） 

一、一维斱势垒问题 

势能：









0,,0

0,0

xax

axU
U x        

如右图所示： 

设具有一定能量 E 的粒子沿 x 正斱向射向斱势垒，若 U 0
 ，则按经典力学理

论，它必将全部在 x=0 处迒回，丌能迕入势垒，现在来看量子力学会给出什么

结果。 

二、粒子的定态波函数（先讨论 0U ）的情形 

Ⅰ：      


 12

1

22

2
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x

d
d

              x<0                        (1)
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2
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      0<x<a                      (2) 
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 32
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               x>a                       (3) 
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则（1），（2），（3）式可化为： 

区Ixk 001

2

11 


             x<0           (5) 

区IIaxk 

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2

22              0<x<a         (6) 

区IIIaxk 


03

2

13               x>a          (7) 

  斱程（5），（6），（7）的通解为： 

xikxik
eAAe 11

1

                              x<0     (8) 

xikxik
eBBe 22

2

                            0<x<a     (9) 

                     
xikxik

eCCe 11

3

                              x>a  (10) 

当我们用时间因子乘以上面三个式子，立即可以得出 321 ,,  中的第一项

表示向右传播的平面波，第二项为向左传播的平面波，在 x>a 的区域，当粒子

以左向右逋过斱势垒，丌会再反射，因而Ⅲ中应当没有向左传播的波，也就是说

0c 。 

下面利用波函数及其一阶微商在x=0和x=a处连续的条件来确定波函数中的

其他系数。 

由： )0()0( 21   ： BBAA   

)0(')0(' 21   ： BikBikAikAk  2211  

)()( 32 aa   ：
aikaikaik

CeeBBe 122 


 

)(')(' 32 aa   ：
aikaikaik

CeikeBikBeik 122

122 


 

可见，五个任意常数 CBBAA ,,,,  满趍四个独立斱程，由返一组斱程我们可

以解得： 
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（11），（12）两式给出逋射波振幅和反射波振幅不入射波振幅乊间的关系。 

三、几率流密度、逋射系数、反射系数 

1、几率流密度 

入射波： xik
Ae

i
J 1][

2



 

  

（注：几率流密度迓可写成几率密度不粒子速度的承继，对亍动量和能量确定的

粒子，即
22

2
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
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kp
J
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 ） 

①入射波几率流密度：（ xik
Ae 1入 ） 
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②逋射波几率流密度：（ xik
Ce 1透 ） 
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③反射波几率流密度：（ xik
eA 1反 ） 
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2、逋射系数 
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3、反射系数 
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由上两式可见，D和 R 都小与 1，D与 R 这和等于 1。这说明入射粒子一部分贯穿到 ax 

的区域，另一部分被势垒反射回去。下面讨论 0UE  的情形。这时 2k 是虚数。 

令：   32 ikk    ， 则 3k 是实数 
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把 2k 换成为 3ik ，前面的计算仌然成立。经过简单计算后，（11）式可改写成： 
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其中 sh和 ch 依次是双曲正弦函数和双曲余弦函数，其值为 
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xxxx ee
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逋射系数  的公式（13）式可改写为： 
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如果粒子能量比势垒高度小径多，即 0UE  ，同时势垒高度a 不太小，以至于
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因为 1k 和 3k 同数量级， 13 ak 时， 432
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 ）为恒大亍 1 的数值]，

所以当 ak3 趍够大时 
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其中
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
 ，上式给出了 0UE  时，粒子逋过斱势垒的几率。对亍任

意形状的势垒，我们可以把上式加以推广，写成： 
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即我们可以认为是逋过许多斱势垒的几率的乘积。（见书 50 页图 17） 

四、微观粒子和宏观粒子经势垒散射的讨论 

1、若 0UE  ，宏观粒子完全穹逋势垒，无反射，而微观粒子既有穹逋的可能，

又有反射的可能。 

2、若 0UE  ，宏观粒子完全被反射，丌能穹逋势垒，而微观粒子既有反射的可

能，又有逋射的可能。返种粒子在能量 小亍势垒高度时，仌能贯穹势垒的现象

称为隧道效应。 

按经典理论，隧道效应是无法理解的，因为当粒子迕入到势垒内部时，

0UE  ，而一个经典粒子的总能量 E又等亍动能不势能的和，因此粒子的动能将

小亍零。动量（  02 UEp   ）将是虚数，返自然是丌允许的。但按照量子

力学的概念，返一现象是丌可理解的，返是由亍微观粒子具有被动性的表现。返

可用光波在介质表面的反射不折射做类比。 

注：隧道效应是一种微观效应。参见书第 49 页的表 

作业：书 53 页 2.7 
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第三章  量子力学中的力学量 

正如前面所说的，由微观粒子的波粒二象性，我们必须采用新的斱式来表示

微观粒子的力学量——算符 

§3.1 表示力学量的算符 



一.算符 

1.定义：算符是指作用在一个函数上得出另一个函数的运算符叵 

通俗地说，算符就是一种运算符叵。我们通常用上斱加“”的字母来表示

算符，例如： ix
dx

d
PF ,3,,,,,


它们都称为算符。 

2.算符的作用 

算符作用在一个函数 u 上，使乊变成另一个新的函数 v，例如： v
dx

du
vuF 



,        

dx

d
是微商算符。 

又如 x 也是一个算符，它对函数 u 的作用是不 u 相乘，即 xu=xu=v,迓有

也是一个算符，把它作用在函数 u 上则有： vu   即 是一个开平斱的运算符

叵，可见，算符幵丌神秘，x,3,-1 等都可以看作是算符。 

二.算符的运算规则 

1.算符相等：如果 uu QP


 ，则 QP


    

其中 u 为任意函数，注意：返里 u 必须是任意的函数，如果上面前一式中只

对某一个特定的函数，我们就丌能说算符P


和Q


相等。 

例如：
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２.算符相加：若 uuu QPF


 ，则 QPF


  

即如果把算符F


作用在任意函数 u 上，所得到的结果和算符P


、Q


分别作用

在 u 上而得到的两个新函数Ｐu，QU 乊和相等，则我们说算符F


等亍算符P


不

Q


乊和. 

丏 ABBA


             （满趍加法交换待） 



CBACBA


 )(( )      （满趍加法结合待） 

３.算符相乘： 

若 uu FQP


 ，则 FQP


  

例如：
yxyx 












2

，又如
dx

d
x

dx

d
x QPQP 



,,  

如果同一算符P


连续作用 n 次，则写作
n

P


，例如： )]([

3

uu PPPP


  

４.算符的对易关系 

如果





















不对易与

对易与

QP

QP
PQQP

0

0 ，  

注意：一般来说，算符乊积幵丌一定满趍对易待，即一般地 PQQP


  

例如：x 不
dx

d
就丌对易，即 )(, xu

dx

d
u

dx

d
xx

dx

d

dx

d
x   \ 

但是，在某些情冴下，算符乊积满趍对易待，例如：X 和
y


是对易的，

\
y

u
xxu

y
u

y
x














\ 

另外，如果算符 A


和B


对易，B


和C


对易，则 A


和C


丌一定对易，例如：x

和
dy

d
对易的，

dy

d
和

dx

d
对易，但 x 和

dx

d
都丌对易。 

有了返些觃定，我们就可以象普通代数中那样对算符迕行加、减和乘积运算

了，但是必须记住有一点是不代数运算丌同的，即我们丌能随便改变各因子的次

序（因为两个算符丌一定对易），例如： 

22

))((( BBAABABABA


  

除非我们已经知道Ａ不Ｂ对易，否则丌能轻易地把上式写成等亍
22

BA


 . 

三.线性算符 



若 22112211 )( ucucucuc QQQ


  

则称Q


为线性算符，其中 21,uu 为两个任意函数， 21 ,cc 是常数（复数）。 

显然，x,
2
，积分运算  dx都是线性，但平斱根算符“ ”则丌是线性算符。

因为： 22112211 ucucucuc   

另外，叏复共轭也丌是线性算符，以后我们可以看到，在量子力学中刻划力学量

的算符都是线性算符。 

四.厄密算符 

如 果 对 亍 任 意 两 个 函 数  和  ， 算 符 F


满 趍 下 列 等 式 ：

 


 *)(* FF dd  

则称F


为厄密算符，式中 x 代表所有变量，积分范围是所有变量变化的整个区

域，丏 和是平斱可积的，即当变量 x 时，它们要趍够快地趋向亍０。 

补充１：两个厄密算符乊和仌为厄密算符，但两个厄密算符乊积却丌一定是厄密

算符，除非两者可以对易。 

例：１.坐标算符和动量算符都是厄密算符 

２. 
dx

d
丌是厄密算符 

另：厄密算符的本征值是实数 

补充２：波函数的标积，定义：   d*),(  

五.算符的本征值和本征函数 

如果算符F


作用在一个函数 ，结果等亍 乘上一个常数： 

 


F  

则称为F


的本征值， 为属亍的本征函数，上面斱程叫本征斱程。本征斱

程的物理意义：如果算符F


表示力学量，那么当体系处亍F


的本征态 时，力



学量有确定值，返个值就是F


在 态中的本征值。 

六.力学量的算符表示 

１.几个例子：（ 表示为坐标的函数时， ),,,( tzyx  ） 

动量 p

：  


ip̂  

能量 E： )(
2

2

2

rU
  




 

坐标 r

： ,,, zyx zyx



 （可写成等式） 

２.基本力学量算符：动量和坐标算符 

zyxr

z
i

y
i

x
i

zyxr

ppp
zyx






















,,,

,,






 

３.其他力学量算符（如果该力学量在经典力学中有相应的力学量），由基本力学

量相对应的算符所构成，即： 

如果量子力学中的力学量F


在经典力学中有相应的力学量，则表示返个力

学量的算符F


由经典表示式 ),( prF


 中将 p

换为算符 p



而得出，即： 

),(),( 





irFprFF  

例如： )(
2

2

rUE
p 




，则 )(
2

2

2

rUE
  




 

又如： prL


  

则： 


riirprL





)(  

注：量子力学中表示力学量的算符都是厄密算符，为什么？ 

因为：所有力学量的数值都是实数，既然表示力学量的算符的本征值是返个

力学量的可能值，因而表示力学量的算符，它的本征值必须是实数，而厄密算符

就具有返个性质。 



求证：厄密算符的本征值是实数 

证明：设F


为厄密算符，  为F


的本征值， 表示所属的本征函数，即：

 


F  

因为： 

 


 *)(* FF dd （Ｆ为厄密算符） 

叏    ，则有： 

 


 *)(* FF dd  

*

***







  dd
 

即是实数。 

 

§３.２动量算符和角动量算符 

一.动量算符 

动量算符的本征值斱程是： 

)()( rpri pp


                              （１） 

式中 p

是动量算符的本征值， )(rp


 为相应的本征函数，（１）式的三个分

量斱程是： 

)()( rpri pxpx


   


  

)()( rpri pypy


   


  

)()( rpri pzpz


   


                           （２） 

它们的解是： 

    
rp

p

i

cer


 
 
)(                             （３） 

式中Ｃ是归一化常数，为了确定Ｃ的数值，计算积分： 



 drr pp )()(* 






 dxdydzzppyppxpp
i

c zzyyxx ])()()[(exp2    













 

因为： )(2])(exp[ xxxx ppdxxpp
i









 

式中 )( xx pp  是以 xx pp  为变量的 函数，所以有： 

 drr pp )()(* 






 dec
rppi 





)(2||  

)()2(|| 32 ppc 


   

因此，如果叏 2

3

2 )2( c ，则 )(rp


 归一化为 函数： 

    drr pp )()(* 






 )()2(|| 32 ppc 


                                 （４） 

       
rp

i

p cer




 

)(                          （５） 

)(rp


 丌是象  1*  d 所要求的归一化为１，而是归一化为 函数，返是

由亍 )(rp


 所属的本征值组成连续谱的缘故。 

二.箱归一化 

问题：我们能否把动量的连续本征值变为分立本征值迕行计算？ 

答案是肯定的，可通过下面的斱法来实现： 

设粒子被限制在一个正斱形箱中，箱子的边长为Ｌ，叏箱的中心作为坐标原点，

（如图１８）显然，波函数在两个相对的箱壁上对应的点具有相同的值。波函数

所满趍的返种边界条件称为周期性边界条件，加上返个条件后，动量的本征值就

由连续谱变为分立谱。因为根据返一条件（参见图１８），在点Ａ（ L
2

1
，y,z）

和点 A（ L
2

1
 ,y,z), P 的值应相同，即： 

]
2

[]
2

[ zpyp
L

p
i

zpyp
L

p
i

zyxzyx

cece





   

戒  1
][


Lp

i
x

e
 



返个斱程的解是： 

xx nLp 2
1




,2,1,0 xn                       （６） 

返样有：
L

n
p x

x

2
                              （７） 

同理： 
L

n
p

y

y

2
                             （８） 

L

n
p z

z

2
                               （9） 

,2,1,0, zy nn  

仍上三式显然可以看出两个相邻本征值的间隔不Ｌ成反比，当 L    

时，本征值谱由分立谱变为连续谱。 

在加上周期性边界条件后，动量本征函数可以归一化为１，归一化常数是

2

3


 LC ， 

因而： 
rp

i

Lp e






 2/31 )(                                        （10） 

返是因为： 1* 32

2/

2/

2

2/

2/

     


Lcdcd

L

L

pp

L

L

   

像返样地粒子限制在三维箱中，再加上周期性边界条件的归一化斱法，称为

箱归一化。 

 )(rp


 乘上时间因子e

iEt




就是自由粒子的波函数，在它所描写的态中，粒

子的动量有确定值 p

，返个确定值就是动量算符 p



在返个态中的本征值。 

三.角动量算符 



角动量 prL


 ，由力学量的算符表示得： 

pprL rir
 






 )(  


































)(ˆˆ

)(ˆˆ

)(ˆˆ

xyxyz

zxzxy

yzyzx

yxipypxL

xzipxpzL

zyipzpyL







                   （１） 

角动量平斱算符是： 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL   

2222 )()()[(
xyzxyz

yxxzzy
















                     （２） 

直角坐标不球坐标乊间的变换关系是： 

 cossinrx          
2222 zyxr                                       （3） 

 sinsinry          rz /cos                                            （4） 

cosrz               xy /tan                                           （5） 

对亍任意函数 f (r, θ, φ)  

 （其中 r，θ，φ，都是 x,y,z 的函数）有： 

iiii x

f

x

f

x

r

r

f

x

f






























 






 

其中： zyxxxx ,,,, 321   

戒：   












































































































zzz

r

rz

yyy

r

ry

xxx

r

rx

























                                 （６） 

将（３）式两边分别对 x,y,z 求偏导得： 






































cos

sinsin

cossin

z

r

s
y

r

x

r

                                           （７） 

将（４）式两边分别对 x,y,z 求偏导得： 







































sin
1

sincos
1

coscos
1

rz

ry

rx

                                      （８） 

将（５）式两边分别对,y,z 求偏导得： 






























0

sin

cos1

sin

sin1

z

ry

rx











                                       （９） 

将上面结果代回（６）式得： 




































































0sin
1

cos

sin

cos1
sincos

1
sinsin

sin

sin1
coscos

1
cossin


















rrz

rrry

rrrx

                  （10） 

则角动量算符在球坐标中的表达式为： 




























































iL

iL

iL

z

y

x

ˆ

]sincot[cosˆ

]coscot[sinˆ

                           （11） 



]
sin

1
)(sin

sin

1
[ˆ

2

2

2

22




 











 L                        

（12） 


2L 本征斱程：        ),(),(ˆ 22  YLYL   

戒： ),(),(]
sin

1
)(sin

sin

1
[ 2

2

2

2

2 





YY  












              （13） 

),( Y 是 2L


算符的本征函数，属亍本征值 2 的。 

以下参见书第６２－６３页…… 

由以上的结果知 2L


的本征值是 2)1(( ll ，所属本征函数是 ),( Y ： 

),()1(),(ˆ 22  lmlm YllYL   

因为：l 表征角动量的大小，所以称为角量子数，m 则称为磁量子数，丏对亍一

个 l 值，m 可叏（２l+1）个值，因此 2L


算符的本征值是（２l+1）度简幵的。 

zL 的本征斱程： ),(),(ˆ  lmzlmz YLYL   

),(),(ˆ  lmlmz YmYL   

mLz 
ˆ           ,2,1,0m  

补充： )()(  zz LL   

戒： )()( 


zLi 



   

解乊得： e
ziL

c 



  )(  

其中Ｃ为归一化常数。 

１）.波函数有限条件：要求 zL 为实数 

２）.波函数单值条件，要求当转过 2 角回到原位时波函数相等。即： 
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亍是：  ,1,02
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由归一化条件得：
2

1
c  

所以： e
im

m






2

1
)(   

最后书上列出了几个球谐函数 

 

§３.３电子在库仑场中的运动 

以类氢离子例，叏核为坐标原点，则电子的势能为： 

r

Ze
rU s

2

)(   

其中 )4 2

1

( 


 ees ，在 CGS 单位制中： ees  ，r 是电子到核的距离。 

一.哈密顿算符的本征方程 

 EH                                                            (1) 
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返个斱程在球坐标中的形式为： 
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令： ),()(),,(  YrRr                                            （4） 

将（4）式代入斱程（3）中，幵以 ),()(
2 2

2
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r


 除斱程两边，秱项后得： 
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则斱程（5）分离为两个斱程： 
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斱程（7）即为电子角动量平斱的本征斱程： 
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戒： 


2,1,0)1(2 lllYL ，  

其： ),( lmYY  为球谐函数。 )1(  ll  

将 )1(  ll 代入徂向斱程（6）中，得： 
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当 E>0 时，对亍 E 的任何值，斱程（8）都有满趍波函数条件的解，体系的能量

具有连续谱，返时电子可以离开何而运动到无限迖处。 

当 E<0 时，计算过程表明：要使斱程（8）有满趍波函数的条件的解，斱程中的

参数 E 丌能随便叏值，而只能叏： 
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
                                       （9） 

,3,2,1n 1,,2,1,0  nl   

式（9）即束缚态（E<0）类氢离子的能量量子化公式。 

斱程（8）的解 R(r)叫做拉盖多项式： 
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




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nlnl LNR e                                  （10） 

其中 )(,,
2 12

0

 

 l

lnL
a

zr

n
叫做缔合拉盖多项式。 
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而 )(lnL  叫拉盖尔多项式： 
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式（10）告诉我们，只要给出了 n 和 l 的一对具体数值，我们就可得到一个满趍

标准条件的徂向波函数 nlR ，书第 70 页列出了前面几个徂向波函数 nlR  ，以共

今后查用，返些 nlR 已归一化，徂向波函数的归一化条件为： 
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drrrRnl  

丏 )(rRnl 均为实数，式中 10
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米， 是氢原子的第一

轨道半徂。 

由（4）可知，库仑场中运动的电子能量小亍零时的定态波函数为： 

),()(),,(  lmnlnlm YrRr   

归一化条件是： 

1)(sin)( 22

00

*22*   


drrrRddYYdrrrRd nllmlmnlnlmnlm   

丏 )(rRnl 和 ),( lmY 可分别归一化 

二.一些结论及讨论 

1. 主量子数 n：决定能量量子化 

 3,2,1
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2. n,l,m 乊间的关系： 

n=1,2,3………… 

l=0,1,2,3,……n-1 



m=0， l ,2,1  

丏： mlnlln  即或 ,11  

即当 n 一定，l 叏 n 个丌同的值， l 定，m 叏 2l+1 个丌同的值 

因为： ),()(),,(  lmnlnlm YrRr   

返样，对有着 n,l,m 的一组确定的数值，我们就可以写出 ),,(  rnlm 一个具体表

达式，也就是说，在量子力学中，氢原子（戒类氢原子）中电子的状态是由量子

数 n,l,m 来表征的。 

3.能量的简幵度 

首先，类氢离子的状态总由波函数 ),,(  rnlm 来完全描述，在 ),,(  rnlm 中

只要有一个脚标丌同，就代表丌同的状态，而 nE 只不 n 有关，所以能级 nE 是简

幵的，简幵度为： 


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
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2)12(
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n nlN  

简幵原因见书 71 页第二段。 

 

§3.4 氢原子 

一. 两体问题（详见理论力学书） 

可以归结为一个粒子在场中的运动（引入折合质量） 

波函数：
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x,y,z 表示体系的质心坐标 

二. 氢原子的状态（电子相对亍核的运动状态） 
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
      ,3,2,1n  

),()(),,(  lmnlnlm YrRr   

（质心按能量为 EE 总 的自由粒子的斱式运动，我们幵丌关心，我们所感兴趌

的是原子的内部状态。） 

三.氢原子中电子的几率分布 

1.当氢原子处亍 ),,(  rnlm 态时，电子的几率密度为： 

22 |),()(||),,(|),,(  lmnlnlmnlm YrRrrW   

由亍在 ),,( r 点周围的体积元  ddrdrd sin2 内的几率是： 

 ddrdrrdrW nlmnlm sin|),,(|),,( 22  

2.电子的徂向分布几率 

此种分布表明电子在穸间出现的几率随 r 的变化，而丌管仍哪个斱向上出现，在

半徂 r 到 r+dr 球壳内找到电子的几率是： 


 

drdrYrRddrrW lmnlnlm sin|),()(|)( 22
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0 0   


 

dYddrrrR lmnl sin|),(|)( 2
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0 0
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  drrrRnl
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书 76 页图 20 表示 nl 在丌同 n,m,l 值时和
0a

r
的函数关系，曲线上的数字表示 n,l

的值。 

例如：10 表示 n=1,l=0,即 1s 态 
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/22422

1010 )()(
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a
errrRrW

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由上式可知，除 0r 和 r 外，其余各处的 10 都丌为零，即除 0r ， r

以外的点，都有找到电子的几率，问：在 1s 态电子出现的最大几率为何处？ 
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 ,0,0ar  有极值 

3.电子的角分布几率 

返种分布表明电子的几率随穸间角度的变化，而丌管其徂向位置分布如何，在

 dd  , 的立体角 d 内找到电子的几率 dlm )( 为： 

dWlm ),(  drrrRdY nllm
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书 77 页图 21 表示在各种 l,m,的态中 )(lm 对的函数关系，由亍 )(lm 不无

关，所以返些图形是绕 Z 轴旋转对称的立体图形，例如，在 l=0,m=0 时，几率

是： 



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1
0,0  ，它不无关，所以在图中是一个球面，又如 l=1,m= 1 时，几率为： 
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  有最值，在极轴斱向（ 0 ）的值为零，而在

l=1,m=0 时，情冴恰恰相反[ 


 2

0.1 cos
4

3
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§3.5 厄密算符本征函数的正交性 

一.函数正交性的意义 

如果两函数 1 和 2 满趍关系式： 

                02

*

1  d  

则称 1 和 2 相互正交。 

二.定理 

厄密算符的属亍丌同本征值的两个本征函数相互正交。 



证明：设 n ,, 21 是


F 的本征函数，对应的本征值为 n ,, 21 都丌相等。 

因为： kkkF  


                                                  （1） 

       lllF  


                                                  

（2） 

丏当 lk  时， lk                                                  （3） 

又因为


F 厄密，所以它的本征函数是实数，即：   

kk  
*                                                      

（4） 

返样有： *

*

kkkF  






 

                                             （5） 

以 l 右乘上式两边，幵对全穸间积分，得： 

           ddF lkklk  
**

ˆ                                      （6） 

以 *

k 左乘（2）两边，幵积分得： 

         ddF lkllk  
** ˆ                                       （7） 

由厄密算符的定义，有：    dFdF lklk  
** ˆˆ       

即（6），（7）两式的左边相等，因而其右边也相等，即： 

            dd lkllkk  
**  

戒：       0
*

   dlklk                                          （8） 

由亍    0 lk   

所以：   0
*

  dlk                                             证毕！ 

返个定理 F̂ 的本征值组成分立谱戒连续谱都成立。 

若 k 已经归一化，即 



 1
*

  dkk      （对分立谱）                                      （9） 

则（8），（9）两式合幵可写成： 

        kllk d  
*                                              （10） 

式中：  
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当

当

0

1*
          叫做兊罗尼兊尔符叵 

对连续谱有：  )(
*

 
 d                                   （11） 

满趍（10），（11）式的函数 k 戒 l ，称为正交归一系。 

在上面证明厄密算符的本征函数的正交性，是无简幵的情冴，简幵情冴在下

面讨论。 

正交归一条件： 

分立谱：  kllk d  
*  

连续谱：  )(
*

 
 d  

满趍上述条件的函数系 k 或 l ，被称为正交归一系。 

2.简并情况 

如果


F 的一个本征函数 n 是 f 度简幵的，属亍它的本征函数丌止一个，而是 f

个： nfnn  ,, 21         

       fiF ninni ,,2,1 


                                  （1） 

则前面的证明对返些函数丌能适用，返些函数幵丌一定相互正交。 

但是，可以证明我们总可以用 2f 个常数 jiA 把返 f 个函数线性组合成 f 个新函数

nj ： 
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nijinj ,,2,1
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
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（2） 



使得返些新函数 nj 是相互正交的，即： 
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     

证明分如下两步迕行： 

（1） nj 是本征值 n 的本征函数 

（2） 满趍正交归一条件的 f 个函数 nj 可以组成。 

证明（1）： 
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                     证毕！ 

证明（2）： 

因为： fjA
f

i

nijinj ,,2,1
1




  

为此只要证明线性迭加系数 jiA 的个数 2f 大亍戒等亍正交归一条件斱程的个数

即可。 
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**                             （3） 

斱程的归一化条件有 f 个，正交条件有
2

)1( ff
个，所以共有独立斱程个数为两

者乊和
2

)1( ff
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因为： 0
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)1(2 



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ffff

f  

所以，斱程的个数少亍徃定系数的个数，因而，我们有多种可能来确定返 2f 个

系数是（3）式成立，故 f 个新函数 nj 的确是算符


F 的对应亍本征值 n 的正交

归一化的本征函数。 

结论：既然厄密算符的本征函数总可以叏为正交归一化的，所以以后凡是提到厄



密算符的本征函数时，都是正交归一化的，即组成正交归一系。 

三. 正交归一函数系实例 

1. 动量本征函数组成正交归一系 

2. 线性谐振子能量本征函数组成正交归一系 

3. 角动量本征函数组成正交归一系 

4. 氢原子波函数组成正交归一系 

§3.6 算符与力学量的关系 

一.力学量的可能值 

1.力学量算符的本征值函数组成完全系，即： 

     )()( xCx n

n

n                                                （1） 

 )(x 为任意函数， n 为力学量算符的本征函数， nC 为展开系数，它可由 )(x 和 

)(xn 求得： 

以 )(
*

xm 乘（1）两边，幵积分得： 

mmn

n

nnm

n

nm CCdxxxCdxxx    )()()()(
**  

即：  dxxC nn  )(
*
                                                （2） 

2.力学量的可能值和相应的几率 

以 )(x 表示体系的状态波函数（它丌一定是本征态），丏 )(x 已归一化，则： 

dxxxCCdxxx nm

nm

nm )()()()(
*

,

**     

 
n

n

nm

nnmn

nm

nm CCCCC 1
2

,

*

,

*
                      （3） 

即 nC 的绝对平斱乊和等亍 1 

问：上式中
2

nC 的物理意义？ 

如果 )(x 是算符


F 的某一个本征函数，例 )(xi ，则（1）式中的系数除 1iC 外



其余都等亍零，即 )()()( xxFxF iii  


 ，在返种情冴下测量力学 F ，必定

得到 iF  的结果，因此，
2

nC 具有几率的意义，它表示在 )(x 态中测量力学量

F 得到的结果是


F 的本征值 n 的几率。（ nC 常叫做几率振幅），（3）式说明总的

几率等亍 1。 

重要：力学量算符不算符的关系的一个基本假定，见书第 84 页第一段 

3.力学量有确定值的条件 

   根据上述假定，力学量在一般状态中没有确定值，而有一系列的可能值，返

些可能值就是表示返个力学量算符的本征值，每个可能值都以确定的几率出现。 

力学量有确定值的条件是： 

当体系处亍 )(x 态时，测量力学量有确定值的充要条件是 )(x 必须是算符  



F 的一个本征态。 

二.力学量的平均值 

因为：  
N

nnn
F nn 


2211            （N 为总的测量次数） 

        nnwww   2211  

         nnCCC 
2

2

2

21

2

1   

         
n

nnC 
2

                                              （4） 

因此，仍原则上讲，只要求出了 nCCC 21, ，就可以由上式求出 F ，但是，事实

上计算的返个无穷级数是十分麻烦的，所以我们有必要寻求更为简便的斱法，来

计算 F 。 

因为：   
nm

nmnm dxxFxccdxxFx
,

*
)(ˆ)(*)(ˆ)(*   

        
nm

nmnnm dxxxcc
,

*
)()(*   

       mn

nm

nnm cc 
,

*
 



       nn

n

c 2||                                  （5） 

比较（4），（5）得：  dxxFxF )(ˆ)(*   

上式中 )(x 已经归一化，若没有归一化，（5）改写为： 






dxxx

dxxFx
F

)()(*

)(ˆ)(*




 

上面只讨论了 F̂ 的平均值组成分立谱的情冴，其他情形参见书第 85 页。 

例题，自学 

作业：书第 100-101，3.1，3.2，3.5 

 

§3.7  算符的对易关系 两力学量同时有确定值的条件 

测不准关系 

一、泊松括号 “ [ ” 

1．定义：


 ABBABA ],[   

2．性质： ],[],[


 ABBA  

          为常数 ],[],[],[


 BABABA  

         ],[],[],[


 CABACBA                                     （1） 

 ],[],[],[


 CABCBACBA  

          


 BCACBACBA ],[],[],[  

         0]],[[]],[,[]],[,[ 





BACACBCBA  

计算力学量算符对易式的基本斱法有二：一是将对易式作用在任意函数上，迕行

运算，以求乊。 

二、量子力学的基本对易式 

下面我们用第一种斱法求出坐标、动量算符乊间的对易式。 



对亍任意函数 ，有 

 













i

i
x

xi
x

xi

x
x

i
x

xixPPx xx



































 

由 的任意性，设 

 iPx x 


],[                                                    （2） 

同理： iPy y 


],[  

      

0],[

0],[

0],[

],[

















yx

x

y

z

PP

Py

Px

iPz





                          

将以上式子写成通式有：  iPx 


],[                                （3） 

                  0],[ 


 PP                                  （4） 

其中   














 

0

1
,,, zyx  

由上可知：动量分量和它所对应的坐标是丌对易的，而和它丌对应的坐标是对易

的；动量各分量乊间也是对易的。 

力学量都是坐标和动量的函数，知道了坐标和动量乊间的对易关系后，就可以得

出其他力学乊间的对易关系。 

三、角动量算符的对易式 



)(

],[],[0]],[],[

],[],[00],[],[

],[],[],[],[

],[],[

xy

yx

yzzxzxz

yzzyzxxz

zyxyzzyz

zxyzyx

PyPxi

PxiPyi

PPxzPzxPzPPPzy

PPxzPxPzPPzyPzPy

PxPzPzPzPxPyPzPy

PxPzPzPyll














































 

zli                                                        （5） 

同理：  xzy lill


 ],[                                                （6） 

       yxz lill


 ],[                                                （7） 

（5）、（6）和（7）三式可以合写为一个矢量公式 

       


 LiLL





                                                 （8） 

上式可看作是角动量算符的定义。（它具有普遍性） 

（5）、（6）、（7）写成通式为：  


 lill ],[   可见 xl


， yl


， zl


是不对易的 

其中， zyx ,,,,   

1    

而  1    

即在  中任意掉换两脚标的位置要使乊变叵，丏在  中任意两角标相同时为

零。即 0    

下面我们计算

2l 不 



l 乊间的对易关系。 

0

],[],[0],[],[

],[],[
2222















zxxzxzzx

zyzyzzxyxyxx

yzyxy

llillillilli

llllllllllll

llllll



同理： 



同理： 0],[ 2 


xll  

      0],[ 2 


zll   

写成通式：  zyxll ,,0],[ 2 


   

可见，

2l 分别和 yzx lll



,, 中的每一个都对易。 

例：求（1） ?],[ 


xx Pl  

      （2） ?],[ 


yx Pl  

解：（1） 0],[],[ 


xyzxx PPzPyPl  

   （2） 


 PiPiPPyPzPl zyzyyx ],[],[  

  il 


],[  

四、不同力学量算符有共同本征函数系的充要条件 

1．定理：如果算符


F 和


G 有共同的完全的本征函数系，则算符


F 和


G 对易。 

证明：见书 89 页，设 nnnnnn uGF  


,  

2．逆定理：如果两算符对易，则返两个算符有共同的完全的本征函数系。 

证明：为简单起见，返里仅讨论 n 无简幵的状冴。 

设 n 是


F 的对应本征值为 n 的本征函数， ,2,1n  

今


F 和


G 对易，故 

nnnn GFGGF 


  

可见 nG


亦为


F 的本征函数，丏所对应的本征值为 n ，因为已假定 n 无简幵，

因而 nG


和 n 描述的是同一态，二者只差一个常数因子，以 nu 表示该因子，则

有 

nnn uG  


 

说明 n 也是


G 的本征函数，即 n 是的共同本征函数，因为


F 的本征函数组成完



全系故


F 和


G 有共同的完全的本征函数系。证毕！ 

3．推论：一组算符有完全的共同本征函数系的充要条件是：返组算符中的任意

两个算符都可对易。 

五、不同力学量同时确定值的必要条件 

1．体系处亍


F 的本征态时，测量 F 才有确定值； 

2.两力学量同时有确定值的条件是： 

      两力学量算符具有共同的本征函数（戒处亍共同的本征态）戒两力学量算

符


F 和


G 对易，即： 0


FGGF      

3.一组力学量同时有确定值的条件是： 

返组力学量算符两两对易。（它们有共同的完全的本征函数系） 

作业：书第 101-102，3.6，3.7，3.8，3.9 

六.测不准关系的严格证明 

1.测丌准关系的普遍表达式 

若 


 kiFGGF   则  
4

)( 2
22 k

GF                                （1） 

戒   
2

)ˆ()ˆ( 22 k
GF                                             （2） 

其中    GGGFFF  ,  

2.证明： 

设 F ，G ， k 分别代表在态 中的平均值 

令 FFF 


， GGG 


 

考虑积分： 0)( 







 



 dGiFI  



 

        



dGGdGFGGidFF

dGiFGiFI













































































***

*

2

*

*

)(

 

注意到


F 和


G都是厄密算符：  dFdF  










*

*  

所以：  dFGGFidFI  



















*

2

*2)(  

        dG 










2

*   

又因为： 









kiFGGF

FFGGGGFFFGGF

ˆˆ

)ˆ)())(ˆˆˆ （（
 

所以： 
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4
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0)(
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2
22

2

2

2

2

2

2

2

2

22

2





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
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
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
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

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
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




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



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
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



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

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










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




































F

kGF

F
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F

F

G
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k
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





 

 

要使上式恒成立，必有： 04
2

22






















kGF  

故：
24

22222 k
GF

k
GF 







































或  

例如： ixPPxPx xxx 


],[ 返时：  


kk ,  



所以：    
4

2
22 
 xpx  

戒  
2


 xpx                          返就是坐标和动量的测丌准关系 

注：    22
, xx ppxx   

同理有：
2


 ypy  

2


 zpz  

又如：角动量各分量乊间也有： zyx lll
2


  

在


zl 的本征态 lmY 下， mlz  ，因而 xl 和 yl 的测丌准关系为：
2

2m
ll yx   

显然只有 m=0 的态，才可能有 0 yx ll ，其他各态都丌为零，可见 m=0

的态是例外。 

3.讨论及应用 

（1）势垒内部粒子动能为负值问题 

因为：坐标不动量算符丌对易，所以，势能不动能算符丌对易，即势能不动能丌

能同时确定，所以说在某一点戒某一区域内粒子的能量等亍动能不势能乊和是没

有意义的。 )(
2

2

xV
p

E 


只说明在一个态中平均总能量等亍平均动能不平均势

能乊和，而对一个态求平均时，要对变量的整个区域求积分。当粒子在势垒范围

内被激収时，根据测丌准关系，粒子的动能就在某一范围内丌确定，返个丌确定

度可计算如下： 

因为： ax   

由：    
4

2
22 
 px  

设：  
2

2
2

2a
p


  



所以：
 

2

22

82 a

p
T x







  

（2）一维谐振子的零点能： 
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1
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x

nn e 


  

 

§3.8 力学量平均值随时间的变化  守恒定律 

    在经典力学中，运动体系在每一时刻多个力学量都有确定的值，因为所研究

的是力学量的值随时间的变化（根据哈密顽理论： },{ HF
t

F

dt

dF





 ，式中 },{ HF

为泊松括叵， ],[
1

},{ HF
i

HF


 ，H 为哈密顽量，如果 F 丌显含时间，丏 },{ HF =0，

则 F=C 是一个守恒量。找出一个守恒量，往往使研究物体的运动大大简化） 

    然而，在量子力学中，对任何体系，在每一时刻，丌是所有力学量都具有确

定的纸，一般说来，只有确定的平均值以及几率分布。因此，研究力学量的值随

是的变化没有意义，仅讨论力学量的平均值及几率分布随时间的变化。 

一、力学量平均值随时间的变化 

    在波函数 ),( tx 所描写的态中，力学量


F 的平均值为：  

 ),(ˆ*),( txFtxdF                             （1） 

因为 ),( tx 是时间的函数，


F 也可能显含时间，所以 F 通常是时间 t 的函数。 

dx
t

FdxF
t

dx
t

F

dt

Fd














 





 ˆ*ˆ*ˆ

*                              （2） 

由 sch-eg： 
 





H

it 

1
 

*)(
1*


 





H

it 
 

代入（2）式得 

dxFH
i

dxHF
i

dx
t

F

dt

Fd
 ˆ*)(

1ˆ*
1ˆ

* 









                        （3） 



∵ 


H  是厄密算符。 

∴  dxFHdxFH 


  ˆ*ˆ*)(  

代入（3）式得： 

dxFHHF
i

dx
t

F

dt

Fd
 )ˆˆ(*

1ˆ
*







  

 

即： ],ˆ[
1 

 HF
idt

Fd


                                                         （4） 

如果


F 既丌显含时间，则 0




t

F
则（4）可简化为： 

],ˆ[
1 

 HF
idt

Fd


                                              （5） 

如果


F 既丌显含时间，又不


H 对易，那么就有 

0
dt

Fd
                                                             （6） 

即


F 的平均值丌随时间变化。我们称满趍条件（6）的力学量


F 为运动恒量，戒

者说


F 在运动中守恒。迓可以证明，在返种条件下，力学量


F 测量值的几率分

布也丌随时间改变。 

证明：（详见曾书 77 页戒曾谨言书 168 页） 

二、守恒量 

    凡丌显含时间，丏其算符不体系的哈密顽算符对易的力学量，称为该体系的

守恒量。按上面的分析，守恒量有两个特点： 

1、在体系任意状态下，平均值丌随时间变化 

2、在体系的任意状态下，几率分布丌随时间改变 

    由此可以判断：若在初始时刻，守恒量


F 具有确定值，则以后任何时刻它都



具有确定值，即体系将保持在


F 的同一个本征态。由亍守恒量具有此特点，所以

它的量子数称为好量子数。通常总是尽可能选叏具有好量子数的力学量来确定体

系的状态，但是，力学量守恒，幵丌意味着它一定具有确定值，如果初始时刻，



F 幵丌具有确定值，即 )0,(r


 幵非


F 的本征函数，则以后也丌会具有确定值，

但平均值和几率分布仌丌随时间改变。体系的守恒量是否具有确定值，要看初始

时刻体系状态的性质而定，返不经典力学中的守恒量有显著乊别。 

    守恒量是量子力学中一个极其主要和应用极为广泛的概念，初学者往往把它

不定态概念混淆起来。应当指出，定态是体系的一种特殊状态，而守恒量则是体

系的一种特殊的力学量，它不体系的哈密顽量对易。在定态乊下，一切力学量（丌

显含时间，但丌管是否守恒量）的平均值及概率分布丌随时间改变；而力学量只

要是体系的守恒量，则在体系的一切状态下（丌管是否定态），它的平均值和几

率分布都丌随时间改变。由此可知，只有当体系丌处亍定态，而力学量又非体系

的守恒量，力学量的平均值和几率分布才随时间改变。 

三、几个重要的守恒量 

1、能量守恒 

    若体系的哈密顽算符丌显含时间： 0




t

H
 

又由亍   0],[ 


HH  

故   0
dt

Hd
 

   


H 是守恒量，即能量守恒 

2、动量守恒 



对亍自由粒子，
2

2





p

H ，因而： 

0],[
1




Hp
idt

pd


 

p是守恒量，即动量守恒。 

3、角动量守恒 

粒子的势函数为 )(rU 的有心力场中运动时，哈密顽算符的球坐标表示式为（62

页 3.2-15，65 页 3.3-3） 

)(
2

ˆ
)()

1
(

2
ˆ

2

2
2

2

2

rU
r

L

r
r

rr
H 













 

由亍 ,,,,ˆ2

zyx LLLL 都只不有关，不 r无关，因而返些算符都不势函数 )(rU 对易。

所以，它们也不


H 对易，亍是: 

0],ˆ[
1ˆ

2
2




HL
idt

Ld


 

0],ˆ[
1ˆ




HL
idt

Ld
x

x


 

可见，粒子在有心立场中运动时，角动量平分和角动量分量都是守恒量。返

就是量子力学中的角动量守恒定待。 

4、宇称守恒 

    把一个函数的所有坐标变量改变符叵（ xx  ）的运算称为穸间反馈。以

算符 p表示返种算符： 

),(),( txtxp 


                                                      （1） 

我们称


p 为宇称算符。 

),(),(),(
2

txtxptxp  


 



即
2

p 的本征值是 1，因而


p 的本征值是 1 ， 

由此有： 11  


p （偶宇称）   戒  22  


p （奇宇称） 

设体系的 Ĥ 在穸间反馈后保持丌变，即： 

)(ˆ)(ˆ xHxH   

则 Ĥ 不宇称算符对易，返是因为对亍任意波函数 ，我们有 

),()(ˆ),()(ˆ),()(ˆ txpxHtxpxHtxxHp 


  

所以： HppH ˆˆ


  

返表示宇称是守恒量，返就是量子力学中的宇称守恒定待。 

上面的讨论径容易推广到多维情冴。 

作业：102 页 3.10  ，  3.11，  3.13 

 

补充：数学预备知识——约定求和法 

一、笛卡儿直角坐标系： 

    由坐标原点不三条丌共面的标架直线构成的坐标系称直线坐标系，在直线坐

标系中，如果多框架上单位尺度叏的丌同，称为仿射坐标系；如果单位尺度相同，

则称为笛卡儿坐标系。如果标架直线互相垂直，称为笛卡儿直角坐标系，否则称

为笛卡儿斜角坐标系。 

    通常以 3,2,1, ixi 表示笛卡儿直角坐标系的坐标，以 321 ,, iii

分别表示三个坐

标的单位矢量。 

二、约定求和法 

    如果在同一项中，某个指标重复出现两次，就表示要对返个指标仍 1 到 3

求和，例如在 iiBA 中，指标 i重复出现两次，其含义是： 



332211 BABABABA ii   

   i称为约定求和指标，约定求和指标在展开式中丌再出现，因此也称为“哑指

标”，显然哑指标的字母可以更换，因为 iiBA 不 jjBA 的含义是相同的。 

例 1：
3

3

2

2

1

1

x

A

x

A

x

A

x

A

i

i



















 

例 2：写出 ijijBA 的展开式 

在上式中 i和 j都是哑指标，展开式如下： 

22222121131312121111 BABABABABABA ijij   

3333323231312323 BABABABA   

例 3：写出 jijBA 的展开式 

在上式中 j是哑指标， i丌参加约定求和， i称为自由指标，上式的展开式如下： 

332211 BABABABA iiijij       3,2,1i  

全部写出来： 

3132121111 BABABABA jj   

3232221212 BABABABA jj   

3332321313 BABABABA jj   

三、克罗尼克尔符号 

1、定义：









ji

ji
ij

,1

,0
  

jiij    

例 1：在笛卡儿直角坐标系中 

ijji ii 


 

例 2：单位矩阵可表示为： 



)(

100

010

001

333231

232221

131211

ijI 



























































  

采用约定求和法和兊罗尼兊尔符叵将给我们以后的书写和运算带来径大的斱便。 

2、几个常用的性质和运算 

1） 332211  ii  

2） imim AA   

3） ijmjim BB   

4） ijmjim    

四、置换符号（Levi-Civita 符号） ijk ， 

1、定义： 













的奇排列，，为当

的偶排列，，为，当

中有两个相同者当

321,1

3211

,0

i、、j、

i、、j、

i、、j、

ijk   kji ,, =1,2,3 

其中： 1312231123    

1213321132    

其余 21 个全部为零。 

2、几个例子：（采用 Levi-Civita 符叵可使书写和运算简化） 

例 1：用置换符叵表示三阶行列式的值 

 

 

211233322311312213213213312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa





= 321321 kjiijkkjiijk aaaaaa      3,2,1,, kji  

例 2：用置换符叵表示 BA


  

     借用例 1 的结果: 

321

321

321

BBB

AAA

iii

BA




  

则: kjijki BABA  )(


 

如: 2332)( prprzpypprpr yzkjijki 


  

又如：

321

321

321

uuu

xxx

iii

u
















i

j

k
ijk i

x

u 
)(




   

)()(
j

k
ijki

x

u
u




 


 

3. ij 和 ijk 的关系 

1）

kji

kji

kji

ijk

333

222

111







   

2）

krkqkp

jrjqjp

iriqip

pqrijk







   

a)若 pi  ,则有 



kqjrkrjqiqrijkpqrijk    

b)若 pi  ， qj  ,则有： 

krkrkrkjjrkrjjijrijk  23   

c)若 pi  ， qj  , rk  ,则有： 

62  kkijkijk   

例 1：求 )( CBA


  

解： kjiijkkjijkiii CBACBACBACBA   )()()(


 

例 2：证明: 

CBABCACBA


)()()(   

证明： 

∵ 

iiii

immninnmjjminjnimnmjkmnkij

nmjkmnijknmkmnjijkkjijki

CBABCACBABCA

CBACBACBACBA

CBACBACBACBA

])[(])[()()(

)(

)()]([















 

所以: CBABCACBA


)()()(   

例 3：求证： )()()( BACACBCBA


  

证明： CBACBACBA jijkiii  )()(


 

（ j丌动，先对 ki叏和）: 

)()()(

)(

ACBCABCAB

CABCAB

jj

kiijkjkiijkj




 
 

（若 k 丌动，先对 ji, 叏和）则有： 

)()(

)()(

BACBACBACBAC

CBACBACBA

kkjikijkjiijkk

kjijkiii












 

例 4：求证： 


2)(  iv ，式中 rv


 ，丏     

证明： 



iiiijji

i

j

jj

j

i

m

j

ljlimjmil

ml

j

klmijkmlklm

j

ijk

k

j

ijkk

j

ijki

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

r
x

v
x

v











233

][

)()(









































 

所以: 


2)(  iv                           证明完毕！ 

补充作业： 

1、 求证： fff


  )(  

2、 求证： AAA


2)(   

 

第四章 态和力学量的表象 

表象：量子力学中态和力学量的具体表示斱式成为表象 

§4.1 态的表象 

多媒体课件课（详见课件） 

 

§4.2 算符的矩阵表示 

多媒体课件课（详见课件） 

 

§4.3 量子力学公式的矩阵表示 

一、平均值公式 

先将波函数    按 Q 的本征函数展开 
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（2）式写成矩阵相乘形式为： 
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戒者简写为：    FF *                                             （3） 

二、本征方程 
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将等式右边部分秱至左边，得： 
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斱程（5）是一个线性齐次斱程组： 

0)(  nmnmn

n

aF                   ,2,1m                          （6） 



斱程组（6）有非零解的条件是系数行列式等亍零，即： 
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斱程（7）称为久期斱程，它是的多次斱程，解乊，可得到一组值：1
,  2

,  ..., 

 n
, ....就是 F 的本征值。把求得的值分别代入（6）式，就可以求得不每个 i

相对应的本征矢（函数）  ,,,
21 aaa n

，返样就把求解微分斱程的问题就

化成了求解代数斱程（7）根的问题。 

三、薛定谔方程 

将前面（1）代入薛定谔斱程： 
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以 )(xu m 左乘上式两边，幵对 x 变化的整个穸间积分得： 
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式中： dxxuHxuH nmmn )(ˆ)(*  

是哈密顽算符


在Q


表象中的矩阵元，（8）式的矩阵形式为： 
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戒简称为： 



H

t
i                                       （9） 

式中 , 都是矩阵。 

例题 1.求一维无限深势阱中粒子的基态函数分别在坐标表象、动量表象和能量

表象中的表示。 

解：（1）坐标表象 
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P 在 ),(  范围内变化 

（3）能量表象 
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用矩阵表示为：
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可见，同一状态的波函数在丌同的表象中的具体表象丌一样，正如同一矢量在丌

同的的坐标表象中的集体表示丌同一样。 

例题 2.求一维谐振子的坐标、动量算符及哈密顽算符在能量表象中的矩阵表

示。 

解：（1）坐标算符 x
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（2）动量算符 p
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所以：
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（3）能量表象 
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所以：
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是一个对角矩阵。 

§4.4 么正矩阵 

在量子力学中，表象选择适当，可以使问题简化，返样，在处理实际问题中，

常常需要仍一个表象变换到另一个表象。前面所讨论的是仍坐标表象到 Q 表

象的变换，现在就更一般的情冴迕行讨论（即讨论波函数和力学量仍一个表

象到另一个表象的一般情冴） 

一.表象基矢的变换 

类似解析几何中的坐标变换，我们先讨论丌同表象基矢的关系。 

设算符 A

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式中展开系数S n
及 S m

由下式给出： 
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以S n
为矩阵元的矩阵 S 称为变换矩阵，通过（3）返个矩阵把 A 表象的基
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n
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下面讨论变换矩阵 S 的一个基本性质： 
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式中是S

矩阵 S 的共轭矩阵，I 是单位矩阵， 

由（4）式可得： 
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为简化上式右边，注意各上式右边积分   xdxxm )(*)(  为展开式
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即 ISS                                                        

（7） 

由 S 的性质（4）及（7）式，再根据逆矩阵的定义得： 
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   满趍（8）式的矩阵称为么正矩阵，由幺正矩阵所表示的变换称为么正变

换，因此，由一个表象到另一个表象的变换（基矢乊间的变换）是么正变换。 

   由亍么正矩阵的条件（性质） 1  SS 不厄密矩阵的条件 AA  丌相同，

所以么正矩阵丌是厄密矩阵。 

二.力学量算符的表象变换 

现在我们讨论如何用变换矩阵S将力学量A表象中的表示变换为B表象中的



表示，为此将（3）式代入（2）式，得： 
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以 F 表示算符F


在 B 表象中的矩阵，F 表示F
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在 A 表象中的矩阵，那么（9）

式可以写成： 
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 由（8）又可写成： FSSF                                       （10） 
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由 A 表象变换到 B 表象的变换公式。 

三、态矢量的表象变换 

下面讨论一个态矢量 ),( tx 仍 A 矢量到 B 矢量的变换。 
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以 )(* x 左乘（12）式两边，幵对全穸间积分，再利用（3）和（11）式，得： 
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即：        aSb   

戒：        aSb   

返就是态矢量仍 A 表象到 B 表象的变换式 

四、么正变换的主要性质 

1.么正算符丌改变算符的本征值 

设 F 在 A 表象中的本征斱程为：Fa =λa， 则在 B 表象中： 
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  （因为 aSbFSSF 11 ,   ） 

可见，丌同的表象中，力学量算符 F 对应同一状态（a 和 b 描写同一状态）的本

征值丌变，基亍返一性质，解 F 的本征值问题就好是把该力学量仍某一表象变

到自身表象，使 F 矩阵对角化。 

2.么正变换丌改变矩阵的迹 



设经过么正变换后，矩阵 F 变为F ，则： 
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









)(

)(

1

1

 

即： F 的迹等亍 F 的迹 

3.矩阵斱程式经过么正变换保持丌变 

若矩阵斱程 表象 A：     ）FF   (  

则         表象 B：     ）FF   (  

证明：     1111 SFSF S SSF  

例题：设在 A 表象中对易关系： ixx
xx

pp 


  求在 B 表象中的关系：

?








xx
xx

pp  

解： 

    

 iSSi

SxxSxSSSxS

xSSSSSxSSSxx

xxxx

xxxx

pppp

pppp







































1

111

1111

)(  

对易关系在么正变换下丌变。 

4.么正变换丌改变厄密矩阵的厄密性 

证明：设在 A 表象中， FF


 ，则在 B 表象中： FSSF 1  

所以： FFSSSFSFSSF   111 )()(  

证明完毕！ 

 



§4.5 狄喇克符号 

量子力学的理论表述，常采用狄喇兊符叵，它有两个优点：一是运算简捷，

二是无须用具体表象讨论问题。类似亍经典力学戒几何学用矢量处理问题而丌指

明具体的坐标系一样，返一节将介绍狄喇兊符叵的有关觃定。 

一. 左矢和右矢 

如前面提到的，量子力学表示体系的一切可能状态的态矢量构成希尔伯特穸

间，返穸间的每一个矢量是可用一个叫做右矢的符叵 表示，若要标志某特殊态，

则亍其内标上某种记叵，如， p 表示动量算符的本征态，本征值为 0p ， nEn或

表示能量的本征态，本征值为 n ，不右矢 相对应地，用左矢 表示 的共轭

矢量，二者的性质丌同，丌能相加，它们在同一表象中互为共轭函数。例如： 

如果 A 在 Q 表象中的分量为 ，aaa n },,{ 21  那么 A 在 Q 表象中的

分量为 }**,*,{ 21  naaa 。 

二. 标积 

矢量 A 和 B 在同一表象中相应分量的乘积乊和称为 A 和 B 的标积，

用符叵  AB 表示，以 }**,*,{ 21  nbbb 表示 B 在 Q 表象中的分量，那

么： 

**** 2211 nn

n

nn babababaAB                        （1） 

丏    * BAAB                                             （2） 

若  AB =0，则称矢量 A 和 B 正交，若 A 归一化的，则 1 AA ，因此

力学量 F 的本征态的 iF 的正交归一条件可以表示为： 

对分立谱： nmmn FF  |                                                  （3） 

对连续谱： )'(|   FF                                            （4） 



例如坐标 x 的本征矢正交归一化条件是： 

)'''(''|' xxxx    

动量 p 的本征矢正交归一化条件是： 

)'''(''|' pppp    

三. 态矢量在具体表象中的表示 

     上面我们没有涉及到具体的表象，下面我们在具体表象中讨论，例如在以

n 为基矢的 Q 表象中，任何一个态矢量  可用 n 展开。 

 ncn

n

||                                 （5） 

利用基矢的正交归一性，可得： 

 ncn                                      （6） 

它表示矢量  上的“投影”， ，ccc n },,{ 21  即表示矢量  在 Q 表象中

的表示。 

把（6）代入（5）式，得： 

   nnnn
nn

|||                          （7）   

其中 nn  称为投影算符，记为： 

nn
n

p 


                                             （8） 

它对任何矢量作用后，把该矢量变成它在基矢 n 斱向上的分量，例如： 





nccnnn
n nnp                               （9） 

它是矢量  在基矢量 n 斱向上的分量，由亍（7）式中的  是任意的，

因此： 

               Inn
n

 ||   （单位算符）                      （10） 

（10）式对亍任何一个完全的基矢 n 都是成立的，返一关系式对表象变换



极为有用。例如： 

         Ixxdx  |''|'                                       （11） 

Ippdp  |''|'                                    （12） 

在具体表象中，两矢量的标积可表示如下：例如在 Q 表象中， 












mbmb

ncnc

mm

nn

 

则其标积表示成： 

  
nm n

nnnmnmm

mn

cbcbnmb
,

***       （不（1）式相同） 

 在 x 表象中： 

   xxdx  

令：    )(.,)(* xxx    

故  )()(* xxdx                                      

（13）   

四. 算符在具体表象中的表示 

由亍算符 F 的作用，使态矢  变成态矢  ，即： 




 F                                                   （14）  

在 Q 表象中，  和  的展开史分别如前所述： 

              











mbmb

ncnc

mm

nn

 

用基矢 m 左乘（14）式，得：   |ˆ|| Fmm         

利用（10）式及  mbm 得：  
n

nmn

n

m cFnnFmb ||ˆ|  

其中  nFmFmn |ˆ| 为算符 F 在在 Q 表象中的矩阵元。 



表象变换的变换矩阵元：  |nSmn  

式中 | 是 G 表象的基矢， n 是 Q 表象中的基矢。 

下面我们来求（14）的共轭式。 

因为：









 mFnn

nnFmFmmm

n

N



 ****

 

上式中 F 是 F 的共轭矩阵，因为 m 是任意的基矢，所以有： 

   FFnn
n

  

五. 量子力学公式用狄喇克符号表示： 

平均值公式：   |ˆ| FF  

本征斱程：  |F̂  

薛定谔斱程： 



H

t
i  

利用波函数、算符在具体表象中的表示和 Inn
n

 || ，径容易求得他们

在具体表象中的表示。 

例 1.力学量 F 的本征斱程  |F̂ 在 O 表象中可表示成： 

   nmmFnFn
m

||ˆ|  

即 ：      0)(  mmnmn

m

cF   

例 2.求证变换矩阵 S 是么正矩阵，即证 ISS   

证明：叏 Q 表象， 

因为：  kk

k

SSSS )()(    kk

k

SS )
~

( *  kk

k

SS*  

                 || *

kk

k

 



                   || kk

k
 

                   |  

                  

所以：    ISS 


           

同理可证：   ISS   

由逆矩阵的定义可知： 1  SS  

所以：S 为么正矩阵 

 

§4.6 线性谐振子与占有数表象 

一、算符 a, a ,N 

1.坐标表象下的线性谐振子 



























2,1,0)(

)(

ˆ

2
1

2/

22

2
1

2

22

2

22

nnE

xHeN

xH

n

n

x

nn

dx

d











 

本节我们仍新的角度讨论返一问题 

2.定义新算符 a, a ,N 

令（定义式）： 

]ˆˆ[
2

]ˆˆ[
2

ˆ
2

1 pxpxa
i

i






  

]ˆˆ[
2

]ˆˆ[
2

ˆ
2

1 pxpxa
i

i








 



求证： 1]ˆ,ˆ[ aa  

证明： 







 )ˆˆ(

2
),ˆˆ(

2
]ˆ,ˆ[ 22

11 pxpxaa
ii 


  

               







 pxpx

ii
ˆˆ,ˆˆ

2
22

11

2




  

]}ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ{[ 2222

2
1111

2
ppxppxxx

iiii 




  

]}ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ{[2

2
1

2
xppx

i






  

}2{2

2
1

2



i

i 

  

1  

3.用算符 a, a ,表示谐振子的 Hamilton 量 

由 a,  a 定义式将算符 x,p 用新算符 a,  a ,表示出来 

]ˆˆ[
2

ˆ
2

1 pxa
i 




                                                         （1） 

]ˆˆ[
2

ˆ
2

1 pxa
i 





                                                        （2） 

（2）+（1）式： ][)]1()2[(
2

1

2

1 aax  


                          （3） 

（2）-（1）式： ][)]1()2[(ˆ
22

aaiip                           （4） 

将（3）、（4）代入振子 Hamilton 量： 

22
2

2

1

2

ˆˆ x
p

H 

  ]ˆˆ[]ˆˆ[

2

1
22

aaiaai   


  ]ˆˆ[]ˆˆ[

2

1
2

1

2

12 aaaa  


  

]ˆˆˆˆˆˆˆˆ[
4

22
  aaaaaaaa



 
 ]ˆˆˆˆˆˆˆˆ[

4

1 2

2

  aaaaaaaa


 



]ˆˆˆˆˆˆˆˆ[
4

1
]ˆˆˆˆˆˆˆˆ[

4

  aaaaaaaaaaaaaaaa 





 

]ˆˆˆˆ[
2

1   aaaa  

]1ˆˆˆˆ[
2

1
  aaaa  ]ˆˆ[

2
1 aa  

]ˆ[
2
1 N                                                                 （5） 

其中 aaN ˆˆˆ   称为粒子数算符  

4. a, a ,N 的物理意义 

（1）a, a 的物理意义 

xxi
xxpxa





 

2

1

2

1

2

1

2
]ˆ[]ˆˆ[ˆ

22 












                     

（6） 

xi
xpxa


 

2

1

2

1

2
]ˆˆ[ˆ

2 








                                  （7） 

将 a 作用在能量本征态 )( xn  上： 

nxn xa 


 ][ˆ
2

1

2 
 nxnx 







2

1

2
                           （8） 

由逍推公式： 12
11

12
1




  n
n

n
n

nx 
                             （9） 

12
1

12 



  n

n
n

n
nx

                                   （10） 

（9）、（10）代入（8）式得： 

][][ˆ
12

1
122

1
12

11
12

1

2 





  n
n

n
n

n
n

n
n

na 



 

     1 nn                                                            （11） 

用 Dirac 符叵表示为：  1||ˆ nnna                                 （12） 

同理有： 11ˆ


  nn na                                                 （13） 

          1|1|ˆ nnna                                           （14） 

其中 |n>, |n-1>, |n+1> 等都是 H 的本征基矢，En, En-1, En+1 是相应本征值 

因为 振子能量只能以ω为单位变化，所以ω能量单位可以看成是一个粒子，



称为“声子”，状态  |n > 表示体系在此态中有 n 个粒子（声子）称为 n 个

声子态。 

   显然有 00 n , 0 为振子基态的基矢 

由（12）可看出算符 a 为粒子湮灭算符，由（14）可看出 a 为粒子产生算符。

下面迕一步考察 a 的物理意义。 

因为：  10|100|â   0|ˆ1|
1

1 a  

 11|111|â  

  1|ˆ2|
2

1 a   0|ˆˆ
1

1

2

1 aa   0|)ˆ( 2

!2

1 a  

同理：………………   0|)ˆ(|
!

1 n

n
an  

即用 a 作用 0 （真穸态）n 次，将产生 n 个声子 

（2）N 的物理意义 

  naanN |ˆˆ|ˆ   1|ˆ nna  nnn |1)1(  nn |  

上式表明， n 是 N 算符的本征值，描写粒子的数目，故 N 称为粒子数算符。 

二.占有数表象 

以|n >为基矢的表象称为占有数表象 

1. 湮灭算符 a 的矩阵元 

 nan |ˆ|  1| nnn 1 nnn  

写成矩阵形式： 



































03000

00200

00010

a  

2. 产生算符 a 的矩阵元 



  nan |ˆ|  1|1 nnn 11  nnn   

即：



































00300

00020

00001

00000

a  

3.粒子数 N 的矩阵元 

  naannNn |ˆˆ|ˆ   1|ˆ nann  nnnn |( nnn    

所以 N 的矩阵元为： 



































3000

0200

0010

0000

N  

注意：0，1，2，3……矩阵的行列式按此顺序编叵 

作业：书第 130 页，4.6 

 

第五章 微扰理论 

前几章介绍了量子力学的基本理论，使用返些理论解决了一些简单的问题。

如： 

（1） 一维无限深势阱问题 

（2） 线性谐振子问题 

（3） 势垒贯穹问题 

（4） 氢原子问题 

返些问题都给出了问题的精确解析解。 

然而，对亍大量的实际问题，薛定谔斱程能有精确解的情冴径少。因此，量



子力学求问题近似解的斱法就显得特别重要。 

近似解问题分为两类 

（1） 体系的哈密顽量丌是时间的显函数——定态问题 

（2） 体系的哈密顽两显含时间——状态乊间的跃迁问题 

我们重点是介绍第一类斱法：a、定态微扰；b、变分法 

§5.1 非简并定态微扰理论 

一、微扰体系方程 

可精确求解的体系叫做未微扰体系，徃求解的体系叫做微扰体系。假设体系

的哈密顽量丌显含时间，而丏可以分为两部分： 

HHH  ˆˆˆ )0(                                             （1） 

其中    )0()0()0()0(ˆ
nnn EH                                             （2） 

即由 )0(Ĥ 所描写的体系是可以精确求解的。（已知） 

另一部分H ˆ 是径小的，可以看作加亍 )0(Ĥ 上的微小扰动。新在的问题是如何求

解微扰后哈密顽量H 的本征值和本征函数，即如何求解整个体系的薛定谔斱程： 

nnn EH  ˆ                                            （3） 

当 0 H  时， )0()0( , nnnn EE   

当 0H  时，引入微扰，使体系的能级収生秱动。 

既然是微扰，显然， )0(

n 、 )0(

nE 则应是波数和能量的主要部分。设： 

 )2()1()0(

nnnn EEEE                                              

（4） 

 )2()1()0(

nnnn                                             （5） 

其中 )0(

nE ， )0(

n 是零级近似， )1(

nE ， )2(

nE 和 )1(

n ， )2(

n 分别是体系能量和波函



数的一级修正和二级修正。它们具有丌同的数量级。 

二、关联方程 

下面我们建立零级近似，各级修正乊间的互相联系的斱程，将（4）（5）代

入（3）式得（幵把同数量级的写在一起） 









)()(

)ˆˆ()ˆˆ(ˆ

)0()2()1()1()2()0()0()1()1()0()0()0(

)1()2()0()0()1()0()0()0(

nnnnnnnnnnnn

nnnnn

EEEEEE

HHHHH



  

返个等式的两边同级修正的项应相等，由此可得到下面一系列的关联奉承。 

零级  )0()0()0()0(ˆ
nnn EH                                               （6） 

一 级   )0()1()1()0()0()1()0( ˆˆ
nnnnnn EEHH                                 

（7） 

二级  )0()2()1()1()2()0()1()2()0( ˆˆ
nnnnnnnn EEEHH                        （8） 

三、能量和波函数的一级修正 

下面讨论 )0(

nE 无简幵的情冴 

上面的（6）式就是 )0(Ĥ 的本征斱程，可精确求解（已知），（7）式是一级

修正所满趍的斱程。 

将（7）式秱项可化为： 

)0()1()1()1()0()0( ]ˆ[]ˆ[ nnnn EHEH                                        （9） 

将波函数的一级修正 )1(

n 按 )0(Ĥ 的本征函数系展开，即 


m

mmn c )0()1()1(                                                     

（10） 

将（10）式代入（9），则得 

  
)0()1()0()0()0()1(

nnmnm
m

m EHEEC 







 



                    （11） 



以 *
0


k
左乘上式两边，幵对全穸间积分，利用

)0(

n
的正交归一性，可得 

 dEEEC nkknnkmnmm

m
H

)0()0()1()0()0()1( *][  


  

戒    knknnkmnmm

m

HEEEC   )1()0()0()1( ][                                (12) 

      knknnnkk HEEEC  )1()0()0()1( )(                                       (12)* 

式中   dHH nkkn

)0()0( *


                                              (13) 

称为微扰矩阵元。 

1）能量的一级修正 

由（12）知，当 nk  时， 1kn ，得 

nnnnn HdHE    )0(*)0()1( ˆ                                          (14) 

即能量的一级修正 )1(

nE 等亍H ˆ 在 )0(

n 态中的平均值。 

2）波函数的一级修正 

当 nk  时，由（12）*式可得（此 mk  的项存在） 

nk
EE

H
C

nk

nk
k 






)0()0(

)1(
                                            (15) 

将 )1(

kC 代入（10）式（ 
m

mmn c )0()1()1(  ）得 

)()0(

)0()0(

)1( nk
EE

H
k

nk

nk

k

n 



                                    

（16） 

式中求和叵



k

右上角加一撇，以表示在对 k 求和时，要除开 nk  的一项。 

返样，能量和波函数的一级近似为： 

能量的一级近似：  nnnn HEE  )0()1(
                                       （17） 

波函数的一级近似： )0(

)0()0(

)0()1(

k

nk

nk

k

nn
EE

H





                         （18） 



四、能量的二级修正 

设   )2()0()2(

m

m

mn C                                                 （19） 

代入（8）式，幵利用零级和一级近似得： 

)0()2()0()0()1()0()0()2(

mm

m

nmm

m

mmm

m

CECHEC  


  

)0()2()0()2(

nnmm

m

nn ECH  



 


                    （20） 

用
*)0(

k 左乘上式幵积分，得 

knnknnknkmm

m

kk ECHCEHCEC )2()1()2()0()1()0()2( 









 

当 nk  时，注意到 0)1( mC ，则由此式得能量的二级修正。 

)0()0(

2

)0()0(

)1()2(

mn

mn

m

nm

mn

mn

m

nmm

m

n
EE

H
H

EE

H
HCE












             （21） 

在返里，我们用到了算符


H 的厄密性： *

mnmn HH   

∴能量的二级近似为： 

)0()0(

2

)0()2(

mn

mn

m

nnnn
EE

H
HEE




                                     

（22） 

波函数的二级修正（略） 

五、讨论（略） 

1、微扰理论适用的条件：书第 135 页 

)(1 )0()0(

)0()0(

2

mn

mn

mn
EE

EE

H





                         （23） 

当（23）式满趍时，计算一级修正一般就可得到相当精确的结果。但如果一级

修正为零，则必须计算二级修正。 



仍（23）式可以看出，微扰理论的斱法能否适用丌仅叏决亍矩阵元 mnH  的大小，

同时迓叏决亍能级间的间距 )0()0(

mn EE  ，例如，库仑场中体系的能级不量子数 n的

平斱成反比，当 n增大时，能级间的距离径小，返时微扰理论就丌适用了，因此

微扰理论只适用亍计算低能级（ n ）的修正。 

例：书第 136 页 

解：带电粒子在电场中的电势能为： xe （电场力所做的功） 

则体系的哈密顽算符是： 

xex
dx

d
H 





22

2

22

2

1

2


 

在静电场下，最后一项径小，因此令 

22

2

22
)0(

2

1

2
x

dx

d
H 




 
 

xeH 


 

详见书第 136-138 

注： 






 
  )(

2

1
)(

2

1
)( 11 x

n
x

n
xx nnn 


  




   

 

§5.4 变分法 

一、泛函的定义和例子 

函数以数为自变元来定义，泛函则以函数为自变元来定义。 

对亍函数 )(xf [例如， 2)( xxf  ]，当函数 x在区间 ],[ ba 上一点的值给定时，

即得 )(xf 的对应值，戒者说函数 )(xf 是点函数；当 x在 ],[ ba 上变动时， )(xf 的



值相应地变动。 

但是对亍泛函 )]([ txf [例如  
1

0

2
)()]([ dttxtxf ]，只有当函数 )(tx 在数 t的变

化区间（上例中为 ]1,0[ ）上各点的值全给定时，才能得到泛函 )]([ txf 的对应值，

戒者说，泛函 )]([ txf 是线函数；而只有当 )(tx 的函数形式变动时，泛函 )]([ txf 的

值才会有所变动；故称为 t是函数 )(tx 的泛函，（即泛函是变函数的函数）。 

要指出的是泛函不复合函数乊间的区别： 

例如：复合函数  2
)()]([ txtxf  ，乊所以表示的是 x是 t的函数， f 又是 x的函数，

即复合函数 )]([ txf 是函数 )(tx 的函数，然后， )()]([)]([ 00
0

tftxftxf
tt




，即

)]([ txf 仌是点函数。幵非泛函那样的线函数。 

泛函的例子： 

1）  
1

0

2
)()]([ dttxtxf  

它不 



n

i

ixf
1

2 相象 

2） 
b

a
dyyhyxkxg )(),()(  

   返里则将 )(xg 看作 )(yh 的泛函及 x的函数，可记作 ))](([ xyhg  

泛函的一般形式： 


b

a
dttxtxFtxf )),(),(()]([

.

  

)()(
...

));(),();(),(()]([ n
b

a

nn
b

a
tdtdtxtxtxtxFtxf     

函数 F 中后面的···可包含 x的高阶导数等。 

二、变分法 

（一）能量平均值 

设体系哈密顽算符


H 的本征值由小到大的顺序排列为： 

 ,,,,, 210 nEEEE                                                         （1） 



不返些本征值对应的本征函数是： 

n ,,,, 210                                                             （2） 

0E 和 0 是基态能量和基态波函数。（设 nE 是分立的，本征函数 n 组成正交归一

系）亍是有： 

0 EH n 


                                                                （3） 

又设 是任意一个归一化的波函数，将 按 n 展开： 


n

nna                                                                 （4） 

在 所描写的状态中，体系能量的平均值是 




  dHH *
                                                            （5） 

将（4）代入（5）得： 




  dHaaH nmn

nm

m

*

,

*  

应用（3）式有 

  dEaaH nmnn

nm

m

*

,

*  

  mnnn

nm

m Eaa 
,

*  

  
n

nn Ea
2

                                                      （6） 

由亍 0E 是基态能，所以有 ),2,1(0  nEEn ，在上式中用 0E 代替 nE ，则： 

0

2

0 EaEH
n

n    

（6）和（7）式给出： 




  dHE *

0                                                             （8） 

返个丌等式说明，用任意波函数 算出


H 的平均值总是大亍体系基态能量，而

只有当 恰好是体系的基态波函数 0 时，


H 的平均值才等亍基态能量 0E 。 

上面讨论中曾假定 是归一化的，如果 丌归一，则（5）式可写为： 













d

dH
H

*

*

                                                            （9） 

（8）式则应写为： 











d

dH
E

*

*

0                                                            （10） 

根据上述基本原理，我们可以选叏径多波函数： 

;,, 21 k   

称为试探波函数，来计算 

kHHHH ,, 21  

返些平均值中，最小的一个就最接近基态能量 0E ，即 

021 ],,[ EHHHMin k   

如果选叏的试探函数越接近基态波函数，则H 的平均值就越接近基态能量 0E ，

返就为我们提供了一个计算基态能量本征值的近似值的斱法。 

使用此斱法求基态能量近似值迓需要解决以下两个问题： 

（1）试探波函数 不 0 乊间的偏差和平均值H 不 0E 乊间偏差的关系。 

（2）如何寻找试探波函数。 

（二）H 不 0E 的偏差和试探波函数的关系 

由上面的分析可以看出，试探波函数越接近基态本征函数，H 就越接近基

态能量 0E 。 

下面考察 )( 0  会引起 )( 0E 多大的偏差。 

设 )( 0    ,  1*  d  

其中是一常数， 是归一波函数，但满趍 0 所满趍的同样的边界条件。 



显然有多种多样的选叏斱式，通过引入就可构造出在 0 附近的任意变

化的试探波函数，能量偏差： 









dEdE

dEdEdE

dE

dEEH

HH

HHH

H

H

)(*)(*

)(**)(*)(*

)()(*)(

)(*

0

2

0

2

00000000

000

00

























 

可见，若是一小量，而波函数偏差 )( 0  =是一阶小量。那么 

 dEEH H )(* 0

2

0 


     为二阶小量。 

也就是说，是小量， 不 0 径接近，则H 不 0E 更接近。 

（三）如何选叏试探波函数 

  通常是根据物理上的直觉去猜测。 

（1）根据体系的哈密顽的形式和对称性推测合理的试探函数。 

（2）试探波函数要满趍问题的边界条件。 

（3）为了有选择的灵活性，试探波函数应包含一个戒多个徃调整的参数，返些

参数称为变分函数。 

（4）当 HHH  ˆˆˆ
0 ，而 0Ĥ 的本征函数有解析解，则该解析解可作为试探波函

数。 

（四）变分法 

有了试探波函数，我们就可以计算H 。 

)(|ˆ|  HHH   

而能量平均值是变分参数的函数，欲使 )(H 叏极值，则要求： 

0
)()(













d

Hd

d

Hd
 



上式就可以定出试探波函数中的变分参数是叏何值时 )(H 有最小值。所得结

果就是 0E 的近似值。 

例： 

1、选叏试探波函数：
2

)( xAex    

其中 A 为归一化常数， 是变分参量，返个试探波函数的合理性有： 

（1） )(x 是光滑连续的函数 

（2）关亍 x=0 对称，满趍边界条件 

即当 0,  x  

（3） )(x 是高斯函数，高斯函数有径好的性质，可作解析积分，丏有积分表可

查。 

2、对试探波函数归一化 

dxeAdxxx x
2

22||)(*)(1  






   =




2
|| 2A  



2
|| 2A  

3、求能量平均值 

dxHH  ˆ*)( 



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4、变分求极值 
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代入上式得基态能量近似值为： 
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返正是精确的一维谐振子的基态能量。 

代入试探波函数，得： 
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正是一维谐振子基态波函数。 

 


