
第四章 态和力学量表象

§4.1 态的表象

§4.2 算符的矩阵表示

§4.3 量子力学公式的矩阵表达

§4.4 么正变换

§4.5 狄拉克符号

§4.6 线性谐振子和占有数表象



动量本征函数

组成完全系，任意态Ψ

可以由它展开

如果 Ψ(x,t)已经归一化，则C(p,t)

也已经归一化.
证明

（1）动量表象

§4.1 态的表象
量子力学中态和力学量的具体表示方式称为表象，以前

所采用的表象是坐标表象，本章将讨论其他的表象。



Ψ (r,t)是波函数的坐标表象。 C(p, t)是波
函数的动量表象。它们为可逆的傅里叶变
换。它们是同一个量子态的两种描述。坐标
表象描述的是体系处于该态时，测量粒子位
置所得结果在x x+dx范围内的概率，动量
表象描述的是体系处于该态时，测量粒子动
量所得结果在p p+dp范围内的概率.前者
描述坐标与概率关系，后者描述动量与概率
关系。但二者描写的是同一状态。



坐标x在自身表象中对应于确定值x’的本征
函数是δ(x‘-x),因为

具有确定动量 p’的自由粒子的状态用
波函数 Ψ(x,t)描写，则该状态的动量
表象为

所以，在动量表象中，粒子具有
确定动量p’的波函数是以动量p

为变量的δ函数

同理



（2.1）分立谱情形
假定算符Q的本征值是 Q1, Q2, ..., Qn, ...，

相应的本征函数是 u1(x), u2(x), ..., un(x), ...。

Ψ(x,t) 由Q的
本征函数展开： 如果 Ψ, un已经归一化，

则an(t)也已经归一化

证明：
a1(t), a2(t), ..., an(t), ... 是对同样状态
Ψ(x,t)的Q表象表达

可写为矩阵形式

| an| 2表示在状态Ψ(x,t)时，
测量力学量Q的结果为Qn的概率

（2）力学量表象



共轭矩阵



（2.2）连续谱情形

氢原子的能量就是这样一个力学量，
既有分立本征值，还有连续本征值

假定算符Q的本征值和本征函数是

Q1, Q2, ..., Qn, ..., q

u1(x), u2(x), ..., un(x), ..., uq(x)

|an(t)|2 --- Qn--- Q---Ψ(x,t) |aq(t)|2dq --- q → q + d q ---Q---Ψ(x,t)

Ψ+Ψ= 1



（3）讨论



Q 表象中的基矢量

希尔伯特空间

u1(x), u2(x), ..., un(x), ...



（1）力学量的矩阵表示

（2）算符F在表象Q中的性质

（3）力学量Q具有连续本征值的情形

§4.2 算符的矩阵表示



坐标 X表象 Q表象

分立本征值,

Ψ用{un(x)}展开

u*n(x)×

并∫dx

Q表象

（1）力学量的矩阵表示



Φ=FΨ



表明：厄米算符对应的矩阵是厄米矩阵

（2）算符F在表象Q中的性质

1）厄米算符F的厄米矩阵 2）算符在自身表象Q中的形式

力学量Q的矩阵在自身表象中是对角阵，对角元素是其本征值



分立谱 连续谱

F在 Q表象中的矩阵元

连续矩阵

（3）力学量Q具有连续本征值的情形



例题:在坐标X表象中找到F的矩阵元

例题:在动量p表象中找到F的矩阵元



（1）平均值公式

（2）本征函数

（3）薛定谔方程的矩阵形式

§4.3 量子力学公式的矩阵表达



坐标X表象

力学量Q表象

简写成

（1）平均值公式



方程解 λ1, λ2, ..., λi , ....λn, ....是F的
本征值，对于 λi ,有函数

（2）本征函数

久期方程

线性齐次代
数方程组



Q表象

um*(t) ×且 ∫dx

（3）薛定谔方程的矩阵形式



作业

4.1

4.3

4.4



（1）不同表象之间的变换和么正变换矩阵

（2）波函数和算符的变换关系

（3）么正变换的性质

§4.4 么正变换



（i）么正变换矩阵

算符A和B的本征方程
和正交归一的本征函数系

将B的基矢按A的完全系展开

（1）不同表象之间的变换和么正变换矩阵



矩阵形式

（ii） S矩阵的么正性质
a）S+ S = I

b）S S+ = I



方法一：计算所有的矩阵元

假定A和B本征矢的数目是3，即ψ1, ψ2, ψ3和φ1, φ2, φ3.

φ1 = S1 1ψ1 + S2 1ψ2 + S3 1ψ3

φ2 = S1 2ψ1 + S2 2ψ2 + S3 2ψ3

φ3= S1 3ψ1 + S2 3ψ2 + S3 3ψ3

若在A表象中已知 φβ , (β = 1, 2, 3)

S+ S = S S+ =I → S+ = S-1 → S为么正矩阵综上

(iii)么正矩阵的计算方法

方法二：计算基矢的变换系数



则在A表象中B的本征矢是

A B 的么正变换矩阵



（a）波函数（态矢量）的变换关系

对任意态u

在A表象中u可
写为

b = S+ a= S-1 a

（2）波函数和算符的变换关系

在B表象中u可
写为



（b） 算符F的变换关系

A：

B

：

F' = S+ F S= S-1 F S



（a）本征值不变

F在A表象中： F a = λa

在 B表 象
中：

= λ S-1 a

F' b = = S-1 F a = S-1 λa

=λb

S-1 F S S-1 a

（3）么正变换的性质

（b）矩阵的迹不变

矩阵的迹



作业

4.5



§4.5 狄拉克符号

(1) 引论
(2) 态矢量
(3) 算符

(4) 小结



n 表象: 坐标X,力学量Q

n 状态矢量A不涉及具体表象(Ax, Ay, Az)

n 量子力学中描写态和力学量可以不用具体表
象，这种描写的方式是狄拉克最先引用的，
这样的一套符号就称为狄拉克符号。

(1）引论



（a）右矢

线性谐振子状态ψn(x)的量子数n;氢原子状态ψn l m( r,q, j) 的
量子数 n,l,m可用于标记体系状态，如下所示

ψn(x)® |ψn >®|n > ; ψn l m®|ψn l m >®|n, l, m >

本征态 |x>, |p>, |Qn> ...

完全右矢集合(或基组)，基矢

如

(2) 态矢量

| >



狄拉克符号

<ψ |和|ψ>共轭矢量，<p’ |, <x’

|, <Qn |组成左矢完全系（基
组）

（b）左矢 < |

< | =(| > )+ 共轭矢量



F表
象



|n><n|和 |q><q|可定义为投影算符
|n><n|ψ >: |ψ> |n> <n|ψ>

|q><q|ψ > : |ψ> |q> <q|ψ>

ψ(x, t)表示坐标X表象中的状态 |ψ>,则

坐标表象中的封闭性
<x| ×

×|x'>

dx n 或 dq

正交归一性

（本征值不
同）

本征值既有分立
又有联系谱的封闭性表示



(a) 右矢

Fm n----

F在Q表象的矩阵元

矩阵

ψ = F φ

Q表象

坐标X表象

（3）算符



（b）左矢

若 F是厄米算符





狄拉克符号性质 坐标X表象

（4）小结



（1）算符 a, a+, N

（2）占有数表象

§4.6 线性谐振子和占有数表象



（b）算符 a, a+, N的定义

假定

（1）算符 a, a+, N

（a）坐标表象中的线性谐振子



证明



（c）a, a+及线性谐振子的哈密顿算符

a2=

mw/ h



（d） 算符a, a+, N的物理意义

d.I a, a+的物理意义

|n>, |n-1>, |n+1>是H的本征基矢， En,

En-1, En+1 是本征值.
振子能量--hω---声子
状态 |n >---第 n声子态

粒子湮灭 粒子产生

且

基态



d.II 算符N的意义

n是算符N的本征值，描述粒子数目，定义为粒子数算符



基于|n > 的表象称为占有数表象

算符a的矩阵元

算符a+ 的矩阵元

（2） 占有数表象


