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前     言 

 

本资料主要用于中科院的固体物理考研参考。中科院的很多研究所的硕士入

学考试都有固体物理(均为可选)，例如半导体所、高能物理所、物理所、金属所、

上海应用物理研究所、上海技术物理研究所和上海硅酸盐研究所等，这表明固体

物理这门课程对我们以后在研究生阶段的学习和研究是非常重要的，因此我们在

这门课程的复习过程中要认真对待，对教材的相关内容要理解透彻。 

本资料不作理论研究用，仅用于考研复习参考资料，主要是参照中科院的新

大纲来编写的。大纲中给出的参考资料有两本，分别为教材一《固体物理基础》

(阎守胜编)和教材二《固体物理学》(黄昆编)，另外，根据很多同学的推荐本人

再向大家推荐一本教材，就是方俊鑫和陆栋主编的《固体物理学(上册)》，在本

资料里把它称为教材三。这三本教材中最重要的还是教材二，其中主要是前六章，

希望大家都能仔细复习。 

本资料按照新大纲要求分为七章，每章都分为三部分(除第三章外)：考试指

导、基本知识点和试题分析。考试指导是来自于本人考研复习的经验，纯属个人

意见，希望能对大家有帮助。基本知识点大多都是考试重点，不是重点内容的将

会说明。试题分析是很重要的部分，我们要通过例题来加强对知识的理解和掌握，

通过分析解题来进一步抓住考点。另外，本资料例题均选自于往年考试真题，因

为真题最具有参考性，解题过程中最重要的是知识点分析，其答案仅供参考。 

由于本人知识有限，本资料在编写过程中定有一些不妥或错误之处，诚恳大

家在以后的交流中批评、指正。 
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中科院研究生院硕士研究生入学考试 

《固体物理》考试大纲 

 

本《固体物理》考试大纲适用于中国科学院凝聚态物理及相关专业的硕士研

究生入学考试。《固体物理》是研究固体的结构、组成粒子的相互作用以及运动

规律的学科，是物理研究的一个重要组成部分，是许多学科专业的基础课程，其

主要内容包括晶体结构、晶格振动、能带理论和金属电子论等内容。要求考生深

入理解其基本概念，有清楚的物理图象，能够熟练掌握基本的物理方法，并具有

综合运用所学知识分析问题和解决问题的能力。 
 

（一）考试内容 
 

一、 晶体结构 

1、 单晶、准晶和非晶的结构上的差别 

2、 晶体中原子的排列特点、晶面、晶列、对称性和点阵的基本类型 

3、 简单的晶体结构 

4、 倒易点阵和布里渊区 

5、 X 射线衍射条件、基元的几何结构因子及原子形状因子 
 

二、 固体的结合 

1、 固体结合的基本形式 

2、 分子晶体与离子晶体，范德瓦尔斯结合，马德隆常数 
 

三、 晶体中的缺陷和扩散 

1、 晶体缺陷：线缺陷、面缺陷、点缺陷 

2、 扩散及微观机理 

3、 位错的物理特性 

4、 离子晶体中的点缺陷和离子性导电 
 

四、 晶格振动与晶体的热学性质 

1、 一维链的振动：单原子链、双原子链、声学支、光学支、色散关系 
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2、 格波、简正坐标、声子、声子振动态密度、长波近似 

3、 固体热容：爱因斯坦模型、德拜模型 

4、 非简谐效应：热膨胀、热传导 

5、 中子的非弹性散射测声子能谱 
 
五、 能带理论 

1、 布洛赫定理 

2、 近自由电子模型 

3、 紧束缚近似 

4、 费密面、能态密度和能带的特点 
 

六、 晶体中电子在电场和磁场中的运动 

1、 恒定电场作用下电子的运动 

2、 用能带论解释金属、半导体和绝缘体，以及空穴的概念 

3、 恒定磁场中电子的运动 

4、 回旋共振、德·哈斯-范·阿尔芬效应 
 

七、 金属电子论 

1、 金属自由电子的模型和基态性质 

2、 金属自由电子的热性质 

3、 电子在外加电磁场中的运动、漂移速度方程、霍耳效应 
 

（二）考试要求 

一、晶体结构 

1. 理解单晶、准晶和非晶材料原子排列在结构上的差别 

2. 掌握原胞、基矢的概念，清楚晶面和晶向的表示，了解对称性和点阵的

基本类型 

3. 了解简单的晶体结构 

4. 掌握倒易点阵和布里渊区的概念，能够熟练地求出倒格子矢量和布里渊

区 
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5. 了解 X 射线衍射条件、基元的几何结构因子及原子形状因子 
 

二、 固体的结合 

1. 了解固体结合的几种基本形式 

2. 理解离子性结合、共价结合、金属性结合、范德瓦尔斯结合等概念 

 

三、 晶体中的缺陷和扩散 

1. 掌握线缺陷、面缺陷、点缺陷的概念和基本的缺陷类型 

2. 了解扩散及微观机理 

3. 了解位错的物理特性 

4. 大致了解离子晶体中的点缺陷和离子性导电 
 

四、 晶格振动与晶体的热学性质 

a) 熟练掌握并理解其物理过程，要求能灵活应用：一维链的振动（单原子

链、双原子链）、声学支、光学支、色散关系 

b) 清楚掌握格波、简正坐标、声子、声子振动态密度、长波近似等概念 

c) 熟练掌握并理解其物理过程，要求能灵活应用：固体热容：爱因斯坦模

型、德拜模型 

d) 了解非简谐效应：热膨胀、热传导 

e) 了解中子的非弹性散射测声子能谱 

 

五、 能带理论 

a) 深刻理解布洛赫定理 

b) 熟练掌握并理解其物理过程，要求能灵活应用：近自由电子模型 

c) 熟练掌握并理解其物理过程，要求能灵活应用：紧束缚近似 

d) 深刻理解费密面、能态密度和能带的特点 

 

六、 晶体中电子在电场和磁场中的运动 

a) 熟练掌握并理解其物理过程：恒定电场作用下电子的运动 

b) 能够用能带论解释金属、半导体和绝缘体，掌握空穴的概念 
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c) 熟练掌握并理解其物理过程：恒定磁场中电子的运动 

d) 能够解释回旋共振、德·哈斯-范·阿尔芬效应 

 

七、 金属电子论 

a) 熟练掌握金属自由电子的模型和基态性质 

b) 了解金属自由电子的热性质 

c) 熟练掌握并理解其物理过程：电子在外加电磁场中的运动、漂移速度方

程、霍耳效应 

 

（三）主要参考书目 

1、 阎守胜编著，《固体物理学基础》北京大学出版社，2003 年 8 月 

2、 黄昆原著，韩汝琦改编，《固体物理学》高等教育出版社，1988 年 10 月 
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第一章   晶体结构 
 

［考试指导］ 

根据往年试题来看，本章主要是概念题，出题的难度不是太大，属于一般的

基础题目，所以应该充分重视，该得的一定不能丢。近几年这个情况没变，一般

都是在第一个大题。本章属于基础知识章节，复习的重点还是前 4 个基本知识点

对各个概念的理解一定要透彻。 

 

［基本知识点］ 

1． 晶体，准晶和非晶 

1) 三者的区别： 

晶体：排列长程有序，即原子排列有周期性。 

非晶：排列长程无序，短程有序。 

准晶：非长程有序，但具有 5 次对称性，即有长程的取向序。 

2) 一些简单的晶体结构 

要清楚掌握一些易考的晶体结构如：NaCl 晶体和 CsCl 晶体以及一些具有

面心立方结构的金属晶体。 

2． 关于晶格的一些基本概念 

1) 原胞 

   定义：一个晶格最小的周期性重复单元。 

有些书上将其严格定义为固体物理学原胞，与结晶学原胞(晶胞)和布拉菲

原胞相区别。 

结晶学原胞简称晶胞，也是固体物理学中的惯用晶胞，在教材一中结晶学

原胞又叫单胞或惯用单胞(参见教材一 P34)。布拉菲原胞就是那 14 种布拉菲

格子，所以在简单格子中，结晶学原胞和布拉菲原胞是相同的，而在复式晶

格中两者不同(例如在 NaCl 晶体和 CsCl 晶体中)。此方面内容可以结合教材

三 P18 来复习。在下面的例二中，我们具体以 NaCl 晶体来分析了它们的区

别。 
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2) 基矢 

   是指原胞的边矢量。这里要提醒大家的是：要把体心立方晶格和面心立方

晶格的基矢表达式记牢。 

3) 晶面系(也叫晶面族)，晶向和密勒指数 
   晶面系是一组平行等距．．．．的晶面，要注意的是：一个晶面系除了有平行等距

的特点以外，还有一个特点就是它包含了晶体中的所有．．格点。 

   晶向为晶面的法线方向，而表征晶面取向的互质整数．．．．称为晶面系的密勒指

数。后面我们还会讨论它和晶面间距的关系。 

4) 晶格分为简单晶格和复式晶格。 

     简单晶格中每个原胞中含有一个原子，具有体心立方结构的碱金属和具有

面心立方结构的 Au、Ag、Cu 晶体都是简单晶格。 

   复式晶格中每个原胞中含有两个或两个以上的原子，比较常见的有 NaCl

晶格、CsCl 结构和具有金刚石结构的晶格(例如晶体 Si) 

3． 晶体的对称性 

1) 点群和 7 个晶系 

点对称操作：分为转轴、镜面和中心反演。 

     8 种可能存在的独立的对称元素：1，2，3，4，6，1 (中心反演 i )， 2 (镜

面)，4。要会证明为什么不存在 5 次轴或 7 次轴(教材一 P28 和教材二 P30)。 

     这些点对称操作组成的对称操作群称为点群。这些点群一共有 32 种，按

照点群对称性有 7 种布拉菲格子，称为 7 个晶系，即每个晶系具有一定的点

群操作。 

  2) 空间群和 14 个布拉菲格子 

     空间群由平移对称操作和点对称操作组成，总数为 230 个，而其中包含

73 个简单空间群(也叫点空间群)。 

     按空间群分为 14 个布拉菲格子，每个布拉菲格子都有一定的空间群。 

     所以同一晶系中可以不同的布拉菲格子，例如在立方晶系中，简单立方、

体心立方和面心立方有着相同的点群操作和不同的空间群操作。 

4． 倒易点阵和布里渊区 

1) 倒格子 
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倒格子是常考知识点。首先，倒格子基矢与正格子基矢的运算规则一定要

记牢，另外还要会一些简单的矢量运算。  

倒格子基矢 jb
v

与正格子基矢 ia
v

的重要关系式： 

           
2    ( )

2
0      ( )

i j ij

i j
a b

i j
π

πδ
= =⎧

= ⎨= ≠⎩

v v
�  

与正格子的关系：有着相同的点群对称元素(参阅教材一 P43)；正格子原

胞体积和倒格子原胞体积的乘积为
38π  。 

2) 倒格矢(可参阅教材二 P18 和教材三 P30) 

倒格矢 与正格子中的晶面系 相正交，其简

单证明最好也掌握； 

1 2nG hb kb lb= + +
uv v v v

3 )

3 )

(hkl

倒格矢 的长度与正格子中的晶面系 的面间距

成反比：   

1 2nG hb kb lb= + +
uv v v v

(hkl

2
| |hkl

n
d

G
π

= uv  ，所以对于立方晶系(包括简单立方、体心立方和

面心立方)的晶体有(设晶格常数为 ) a

 2 22 2 2

2 2
2| |hkl

n

ad
G h k lh k l

a
2

π π
π

= = =
⎛ ⎞ + ++ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

uv
 

   3) 布里渊区       

   定义：在倒格子空间，以一格点为原点，则由此格点与其它格点的连线的

垂直平分面所围成的区域称为布里渊区。另外，其中包含原点在内的最小封

闭区域为第一布里渊区。 

   简单立方有 6 个最近邻，第一布里渊区为立方体；面心立方有 8 个最近邻

和 6 个次近邻，第一布里渊区为 14 面体(也叫截角八面体)；体心立方有 12

个最近邻，第一布里渊区为正 12 面体。 

5． X 射线衍射，几何结构因子及原子散射因子 

以前此知识点也考小题，但从现在这个重新制订的大纲中可以看出，本知

识点不是重点，要求简单了解。(具体内容可参阅教材三的相关章节) 
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1) 布拉格定理： 

                   2 sinhkld θ λ=  

式中 为晶面族 的面间距，hkld (hkl) θ为布拉格角，λ为入射波长。 

2) 几何结构因子及原子散射因子 

原子散射因子：原子内所有电子的相干散射振幅与位于原子中心的一个

电子的相干散射振幅之比。 

几何结构因子：原胞内所有原子的散射波在所考虑的方向上的振幅与一

个电子的散射波的振幅之比。 

几何结构因子的公式： 

            
2 ( )

1

j j j
n

ni hu kv lw
hkl j

j

F f e π + +

=

= ∑  

式中 n 表示原胞中所包含的有效原子数， jf 表示原胞中第 j 个原子的散

射因子， j j ju v w（ ， ， ）为原胞中第 j 个原子的坐标。 

 

［试题分析］ 

例一： 

(97)一、很多元素晶体有面心立方结构，试 

1. 绘出其晶胞形状，指出它所具有的对称元素。 

2. 说明它的倒易点阵类型及第一布里渊区形状。 

3. 面心立方的 Cu 单晶(晶格常数 a=3.61A)的 x 射线衍射图(x 射线波长λ 

=1.54)中，为什么不出现(100)，(110)，(422)和(511)衍射线？ 

4. 它们的晶格振动色散曲线有什么特点？ 

参考解答： 

1. 各个晶胞形状要牢牢记住，主要包括简单立方、面心立方和体心立方。

立方体所有的对称元素在教材二第 21 页有详细描述。 

2. 面心立方和体心立方互为倒易点阵，面心立方的第一布里渊区是 14 面体

(也叫截角八面体)，体心立方的第一布里渊区是正十二面体。 
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3. 大纲中的考试要求中有“了解 X 射线衍射条件、基元的几何结构因子及

原子形状因子”，此章节知识可以参考教材一中的第一章内容。对于面心

立方，晶面族(hkl)的衍射强度 I 为 

2 2

2 2

[1 cos ( ) cos ( ) cos ( )]

                  [sin ( ) sin ( ) sin ( )]
hkl hkl

2I F f n h k n h l n k l

f n h k n h l n k l

π π π

π π π

∝ = + + + + + +

+ + + + + +  

由此公式可以看出，只有对于衍射面指数为全奇或全偶的衍射面，衍

射强度才不为零，所以不出现(100)和(110)衍射线。另外，根据布拉格公

式 2 sindλ θ= 可知， 2dλ ≤ ，而立方晶系的面间距为 

2 2hkl
ad

h k l
=

2+ +
 

所以   511 0.69d
•

< >= Α， 422 0.74d
•

< >= Α，均小于 0.77
2
λ •

= Α，因

此也不会出现(422)和(511)衍射线。 

4. 对于原胞含有 n个原子的复式晶格，对一定的波矢 q有 3个声学波和(3n-3)

个光学波。而对于面心立方的元素晶体，原胞只含有一个原子，所以有

3 支声学波，没有光学波，3 支声学波有 2 支横波和 1 支纵波，而在(100)

和(111)波矢方向两支横声支是简并的。 

 

例二： 

(98)一、简要回答以下问题 

     1、试绘图表示 NaCl 晶体的结晶学原胞、布拉菲原胞、基元和固体物理学

原胞。 

     2、已知三维晶体原胞的体积为Ω，试推导给出倒格子原胞的体积Ω*。 

     3、假设 CsCl 晶体的 Cs 及 Cl 原子的散射因子分别是 fcs 和 fCl，试求其结

构因子 F(hkl)。 

   4、试以立方晶体为例列出黄昆方程，并做出定性解释。 

参考解答: 

 1、本题还是考查基本概念，本题内容主要参考基本知识点的 2.1 和教材
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三 P18。这里的固体物理学原胞就是我们通常所说的“原胞”，即在教

材二中定义的原胞．．。这里还要注意在 NaCl 晶体中固体物理学原胞含有

两个原子，即一个 Na 原子和一个 Cl 原子。基元是晶体中重复排列的

具体单元。 

    因此，对于 NaCl 晶体有：  

              

     结晶学原胞        布拉菲原胞       物理学原胞           基元 

2、设晶格的基矢为 ，则根据倒格子基矢 的定义可以得到 1 2 3, ,a a a 1 2 3, ,b b b

            
3

*
1 2 3 2 3 3 1 1 23

(2 )[ ] [ ] [ ] [b b b a a a a a aπ
Ω = × = × × ×

Ω
� � ]�

1] [ ] {[ ] } {[ ] }a a a a a a a a a a a a a× × × = × − × = Ω� �

 

应用矢量关系式  A× × � �(B C)=(A C)B-(A B)C

则   [  3 1 1 2 3 1 2 1 3 1 1 2

所以得

3 3
*

2 3 1 2 3 13 2

(2 ) (2 ) (2 )[ ] [ ]a a a a a a
3π π π

Ω = × Ω = × =
Ω Ω

� �
Ω  

   3、CsCl 晶体的结构如下图所示，其基元为一个 Cl 原子和一个 Cs 原子，

它们在晶胞中的坐标分别是（0,0,0）和（1/2,1/2,1/2）,

所以由几何结构因子公式 

2 ( )

1

j j j
n

ni hu kv lw
j

j

F f e π + +

=

= ∑ 　hkl  

(其中 j j ju v w（ ， 为原子坐标) ， ）

可求得 CsCl 晶体的几何结构因子 

         
( )ni h k l

hkl Cl CsF f f eπ + += +  

      4、黄昆方程不是重点，一般很少考到。其具体内容可参考教材二的 P104

页。 
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     黄昆方程为：            

..

11 12

21 22

W b W b E
P b W b E
= +
= +

 

         其中，P 是宏观极化强度，E 是宏观电场强度。 

         定性解释：第一个方程是决定离子相对振动的动力学方程，第二个方

程表示除去正、负离子相对位移产生极化，还要考虑宏观电场存在时

的附加极化。 

 

例三： 

(99)一、试对晶体进行分类： 

     1、从晶体几何对称性出发分类 

     2、从晶体结合出发分类 

参考解答：本题主要考查第一章和第二章关于晶体类型的概念掌握。 

1、从晶体对称性出发，晶体可以分为 7 个晶系，分别为三斜、单斜、正交、

三角、四方、六角和立方晶系。 

2、从结合类型出发，晶体分为离子晶体、原子晶体、金属晶体和分子晶体，

结合方式分别为离子键结合、共价键结合、金属键结合和范德瓦尔斯结

合。 

 

例四： 

(01)一、简要回答以下问题： 

       1、某种元素晶体具有 6 角密堆结构，试指出该晶体的布拉菲格子类型和其

倒格子的类型。 

       2、某元素晶体的结构为体心立方，试指出其格点面密度最大的晶面第的密

勒指数，并求出该晶面系相邻晶面的面间距。(设其晶胞参数为 a) 

       3、具有面心立方结构的某元素晶体，它的多晶样品 x 射线衍射谱中，散射

角最小的三个衍射峰相应的面指数是什么？ 

参考解答： 

1、具有 6 角密堆结构，且是元素晶体，即为简单六方格子，其倒格子还是
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简单六方格子。 

2、体心立方晶体结构如右图所示： 

面密度是指单位面积上的等效原子数， 

很容易看出(110)晶面系的格点面密 

度最大，可以求出此面密度为 

22

2 2
2 aa

ρ = =  

且此晶面系相邻晶面的面间距求得为
2

2
a 。 

3、该题可以结合 97(一)的第 3 小题来解。 

首先，由布拉格公式 2 sindλ θ= 可知，本题中对于波长λ一定的 x 射线，

面间距 d 越大，散射角θ越小。而面间距
2 2 2

ad
h k l

=
+ +

，再加上面心

立方的衍射峰相应的面指数只能是全奇或全偶，所以相应的面间距从大

到小依次为 d(111)、d(200)和 d(220), 即散射角最小的三个衍射峰相应

的面指数依次是(111)、(200)和(220)。                

 

例五： 

(05)二、简要回答以下问题： 

1、写出晶体可能有的独立的对称元素； 

2、按对称类型分类，布拉菲格子的点群类型有几种？空间群类型有几种？

晶体结构的点群类型有几种？空间群类型有几种？ 

3、某晶体的倒格子结构是体心立方，则该晶体的正格子是什么结构？ 

4、晶体中包含有 N 个原胞，每个原胞中有 n 个原子，该晶体晶格振动的

格波简正模式总数是多少？其中声学波和光学波各有多少？ 

参考解答： 

     1、晶体中 8 种独立的对称元素一定要牢记，它们是 1 次轴，2 次轴，3 次

轴,4 次轴，6 次轴，1 次反轴(中心反演)，2 次反轴(镜面)和 4 次反轴。 
     2、首先我们要牢记几个数字：晶体中有 7．个晶系 14．．种布拉菲格子，32．．个
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点群 230．．．个空间群(其中有 73．．个点空间群．．．．)。本题不是常规问法，不过

我们要知道，按照点群对称性一共有 7 种布拉菲格子，按空间群分类一

共有 14 种布拉菲格子。所以本题答案应该是 7,14，32，230. 具体内容

请参见教材一 P27 到 P34。 

     3、体心立方和面心立方互为倒易点阵。 

     4、格波模式总数为 3Nn 个，声学波 3N 个，光学波 N(3n-3)个。参见教材

二 P101。 

 

例六： 

(05)三、对面心立方布拉菲格子 

     1、求格点密度最大的三个晶面系的面指数。 

     2、画出各种格点平面上格点的排布。 

     3、设晶胞参数为 a，分别求出这三个晶面系相邻晶面的面间距。 

参考解答： 

     1、根据面心立方结构图我们只需要计算三个晶面系的面密度即(100)、(110) 

和(111)晶面系。下面是这些晶面系的晶面平面点阵的二维图示 

  

   (100)              (110)                 (111) 

面密度分别为 

               

100 2

110 22

111 2
2

2

2 2
2
1 4
3

4

a

aa

a
a

ρ

ρ

ρ

=

= =

= =
3

 

所以有    111 100 110ρ ρ ρ> >  

      2、见上小题。 
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      3、这里我们要特别注意，从严格意义上说对于面心立方晶格不存在(100)

和(110)晶面系，因为所谓的晶面系就是要包含晶体的所有格点，显然(100)和

(110)晶面系都不能满足，而分别和它们方向相同．．．．的(200)和(220)晶面系才满足

这个条件。要明白(100)和(110)晶面系所包含的晶面数分别是(200)和(220)晶面

系的一半。所以这里实际要求的面间距是(111)、(200)和(220)晶面系的面间距。

根据公式 

                         2 2 2

ad
h k l

=
+ +

 

求出依次为     111 200 220
3 2,   ,   

3 2
ad a d d= = =

4
a  

所以由此我们也可以看出，  111 200 220d d d> >

而晶面系的面间距越大，格点面密度就越大，所以有 111 200 220ρ ρ ρ> > ，这

也与小题1的结果相符。 

 

例七： 

(05)四、证明：如果一个布拉菲格子有一个对称平面，则存在平行该平面的点阵

平面系。 

参考解答：本题考查正格子与倒格子的关系以及正格子晶面系和倒格矢的关系。 

    同一晶格的正格子和倒格子有着相同的点群对称性，例如面心立方和体心立

方都具有立方晶系的点群对称元素．．．．．．(它们之间不同的只是空间对称性)。所以，如

果正格子有一个对称平面，则其倒格子也有该对称面(对称面即镜面属于点群对

称元素)，于是连接镜面内外的两个倒格点则得到垂直于该平面的倒格矢，而一

个倒格矢必对应一个垂直于该倒格矢的正格子中的晶面系，所以得证。 
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第二章   固体的结合 
 

［考试指导］ 

此章虽不是重点章节，但内容简单易懂，所以要求我们要熟练掌握一些基本

概念和公式。大纲要求理解离子性结合、共价结合、金属性结合、范德瓦尔斯结

合等概念，值得一提的是，根据往年来看，最可能出题的知识点就是离子性结合

和范德瓦尔斯结合。因此，复习本章时，关键是要记住离子性结合和范德瓦尔斯

结合相关的几个公式。  

根据往年试题来看，本章主要是概念题和简单的计算题，有可能出一道大题

或一个小题。所以此部分和第一部分一样，要把真题搞透，公式记牢。可以说，

如果此章出题，则题目不会多，但是很可能是“送分”的题目，所以一定要把握

住。 

 

［基本知识点］ 

1． 固体结合的基本形式 

固体结合的基本形式主要有离子性结合、共价键结合、金属性结合和范德瓦

尔斯结合，它们对应的晶体类型分别是离子晶体、原子晶体、金属晶体和分子晶

体。 

2． 分子晶体与离子晶体(本章重点) 

1) 分子晶体 

靠范德瓦尔斯作用结合，两个原子的范德瓦尔斯结合能为勒纳—琼斯势 

                

12 6

( ) 4u r
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

式中第一项为重叠排斥作用，第二项为范德瓦尔斯作用能。 

含有 N 个原子的晶体的总势能为 

          

12 6

12 62U N A A
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
� �  
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注意在式中 r 表示最近邻原子之间的间距， 、 是只与晶体结构有关的晶

格求和常数。 

12A 6A

2) 离子晶体 

在离子晶体中，原胞一般是含有两个原子(严格说是一对正负离子)，靠离

子键结合，一个原胞的能量即一对正负离子的结合能 

      

1 2 3

1 2 3

2 2

2 2 2
0 01 2 3

( 1)( )
4 4

n n n

n n n

q qu r
r rn n n

α
πε π

+ +−
= =

+ +
∑ ε

−  

   其中，α为马德隆常数，是一个只与晶体结构有关的正数。 

       如果晶体中包含 N 个原胞(即含有 2N 个原子)，则晶体的总内能为 

               

2

0

6
4 n n

q b A BU N N
r r r r

α
πε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

  

    式中α 为马德隆常数，r 为离子间距，b 为常数，

2

0

A= B=6b
4

qα
πε

， 。 

 

［试题分析］ 
(04)一、 

4. 写出离子晶体结合能的一般表达式，求出平衡态时的离子间距。 

参考解答：设晶体含有 N 个原子(注意：教材二中是假设 NaCl 晶体含有 N 个原

胞，即含有 2N 个原子)，则形成 N/2 个离子对，考虑到每对离子的作用，晶体结

合能的一般表达式为 

            

2

0

6
2 4 2n

N q b N A BU
r r r r

α
πε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = − +⎜ ⎟ ⎜
⎝⎝ ⎠

n ⎟⎠            (2-1) 

平衡态时有        0dU
dr

=  

即              2 1 0
2 n

dU N A nB
dr r r +

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  
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所以设平衡态时的离子间距为 ，则有 0r

                      2 1
0 0

0n

A nB
r r +− =  

求得  

                        

1
1

0

nnBr
A

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                          (2-2) 

另外，将(2-2)式代入(2-1)式即得出平衡态时离子晶体的结合能。 

 

(02)二、对惰性元素晶体，原子间的相互作用常采用勒纳—琼斯势 

                   
12 6

( ) 4u r
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

其中σ 和ε为等待定常数，r 为两原子间距 

1. 试说明式中两项的物理意义以及物理来源； 

2. 证明平衡时的最近邻原子间距 与0r σ 之比为一与晶体结构有关的常数。 

参考解答：此知识点在教材一、二上都有详细描述。 

1. 第一项为重叠排斥作用，起源于泡利原理。第二项为范德瓦尔斯作用能，

它是由原子中电荷涨落产生的瞬时电偶极矩所引起的。 

2. 设晶体含有 N 个原子，则根据每对原子的相互作用势可以给出晶体的结

合能为 

        

12 6

( ) 2
2 i

i i i i

NU u r N
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

   设最近邻原子间距为 r，则 i ir rα= � ，所以有 

         

12 6

12 6

12 6

2

1 12

i ii i

i ii i

U N
r r

N
r r

σ σε
α α

σ σε
α α

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑

∑ ∑� �
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   令 12 612 6

1 1   
i ii i

A A
α α

= =∑ ∑，  ，则得 

          

12 6

12 62U N A A
r r
σ σε

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
� �  

   平衡时，     
0

0
r r

dU
dr =

=  

   即         

6 12
6 12
7 13

0 0

6 12 0A A
r r
σ σ

− =  

   所以得       

1
6

0 12

6

2r A
Aσ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

(97)二、已知原子间相互作用势为 ( ) mu r
r rn

α β
= − + ，其中α,β,m, n 均为大于 0

的常数，试证明此系统可以处于稳定平衡态的条件是 n>m. 

参考解答：本题主要考查系统可以处于稳定平衡态的条件： 

                
0

0
r r

dU
dr =

=       (平衡态) 

                
0

2

2 0
r r

d U
dr

=

>       (稳定) 

所以有    
0

1

01 1
0 0

0     
n m

m n
r r

du m n nr
dr r r m

α β β
α

−

+ +
=

⎛ ⎞= − = ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠  

因此      
0

2

2 2
0

( )n
r r

d u n n m
dr r

β
+

=

= − 0>  

                  n m∴ >  
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第三章   晶体中的缺陷和扩散 
 

［考试指导］ 

    本章不是重点章节，往年很少考到，但现在中科院新修订的固体物理考试大

纲里把它单独编为一部分，所以也应该引起重视。最好要掌握一些基本概念，按

照大纲的要求，复习一下教材上的相关章节。 

 

［基本知识点］ 

1．缺陷的概念和基本类型 

   晶体中的缺陷主要有点缺陷、线缺陷和面缺陷。  

1) 点缺陷 

其物理意义是指：在晶体中的某些格点上，周期性受到了破坏。 

晶格中，在热起伏过程中，晶体的某些原子由于剧烈振动而脱离了格点跑

到表面上，在内部留下了空格点，即空位；或者这些原子进入晶格中的间隙

位置，形成填隙原子；还有一种情况就是，外来的杂质原子进入晶体后，既

可以在间隙位置上形成填隙式的杂质，也可以占据空位而形成替位式原子。 

这些空位、填隙原子和杂质原子等引起的缺陷叫点缺陷。 

2) 线缺陷 

当晶格周期性的破坏是发生在晶体内部一条线的周围近邻，就称为线缺陷。 

位错就是线缺陷，位错有两种： 

(1)刃位错：位错线垂直于滑移方向。 

(2)螺位错：位错线平行于滑移方向。 

3) 面缺陷 

面缺陷将晶体取向不同或结构有异的两部分分开。更一般地，面缺陷是体

系自由能相等，但序参量值不同的两部分之间的界面。 

2．扩散及微观机理 

  1) 扩散现象：从微观来看，实际上便是原子的布朗运动。 

  2) 扩散机制 
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  空位扩散机制： 

在格点上试图向外扩散的原子，虽然不断尝试，但仅当有一空位出现在它

的近邻时，它才实际有可能跳进这一空位从而造成新的空位，这就形成的空位

的扩散机制。这种机制是原子扩散的主要机制。 

  其它扩散机制： 

晶体中的扩散除空位机制外，还有填隙原子机制和杂质原子扩散机制等，

即原子通过形成填隙原子和杂质原子等进行扩散。 

  示意图： 

 

   

( )�

�

�

原子 空穴 主要机制

原子 替位式原子

原子 间隙原子

间隙原子单独扩散
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第四章   晶格振动与晶体的热学性质 
 

［考试指导］ 

    本章为重点章节，尤其在前三个知识点里最容易出题目，基本上是每年必

考。考试题目主要是计算题，也有一些概念题。 

因此我们要充分重视本章节，反复复习本章节内容，对一些基本概念要有透

彻的理解。只有清楚了物理概念，才能保证对公式的熟练掌握和运用。一些常用

的重要公式会在下面的<基本知识点>部分中列出，大部分公式都是需要理解会用

的，希望大家有能力的话最好能掌握一些重要公式的推导过程，这样才能保证对

本章内容的深刻理解和掌握。 

 

［基本知识点］ 

1． 一维原子链的的振动 

1) 单原子链 

   首先看格波解的形式 

                      
( )( ) i t qxx Ae ωμ −=

   在式中 ( )xμ 为原子链中位于 x 处的原子的随时间变化的位移坐标(即形成格

波)，其中ω为波的圆频率，q 为称为波数。这是在简谐近似下求得的格波解，

其物理含义类似于单摆的简谐振动。 

   其色散关系为 

2 sin      (q )
2
qa

m
βω = 为波数  

   玻恩—卡曼边界条件： 

                
( ) 1i Naqx Na x eμ μ −+ ⇒（ ）=（ ） =

   即               
2 ,   ( )q h h
Na
π

= × =整数  
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式中 N 为单原子链中原胞的数目，所以由边界条件可知，q 在
a
π

− 到
a
π
之间

只能取 N 个不同的数值。 

声子：指格波的量子，其能量为 ( )qωh 。声子不是真实的粒子，称为“准粒

子”，可以结合光子来理解。 

2) 双原子链(重点) 

   色散关系： 

         

12 2
2

22

41 1 sin
( )

m M mM aq
mM m M

ω
β

ω
+

−

⎧ ⎫⎫ ⎡ ⎤+⎪ ⎪= ± −⎬ ⎨
⎪
⎬⎢ ⎥+⎪ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎭ ⎩ ⎭

 

   其推导过程要求掌握。 

   相邻两原子的振幅比： 

                   

2 2
2 cos
mB

A aq
ω β
β

±

±

−⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠  

   玻恩—卡曼边界条件： 

,   ( )q h h
Na
π

= × =整数  

由 N 个原胞组成的一维双原子链，q 可以取 N 个不同值，每个 q 对应两

个解，共有 2N 个不同的格波。 

光学支和声学支： 

色散关系中，ω+ 对应的格波称为光学波，光学波声子能量比较大；ω−对

应的格波称为声学波，声学波声子能量要比光学波声子小得多。 

长波极限(指 的情形)： 0q →

长声学波中， 时，频率0q → ω−正比于 ，此时长声学波可以近似看作

是连续介质时的弹性波，即满足

q

vqω = 。另外，对于长声学波， 时0q →

0ω− → ，所以有 1B
A −

⎛ ⎞ →⎜ ⎟
⎝ ⎠

，这表明此时原胞中两种原子的运动完全一致。 

长光学波中， 时 0q →
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2 ( )      m M B m

mM A M
βω+

+

+ ⎛ ⎞→ →⎜ ⎟
⎝ ⎠

， −  

所以长光学波的实际上是描述了两种原子各自形成的格子的相对振动，在振

动过程中保持质心不变。 

    离子晶体的长光学波有特别意义，因为此时产生了一定的电偶极矩，可

以和电磁波作用，从而会引起对远红外光的强烈吸收，要记住这个效应。 

2． 三维晶格的振动 

1) 色散关系 

了解一下推导过程，重要的是结论： 

   在三维晶格中，对一定的波矢 q
v
有 3 支声学波和(3n-3)支光学波，其中 n

为原胞中原子的数目。 

晶体中不同的 的总数为 N，所以不同的格波的总数为 3nN。 q
v

2) 波矢 在 空间的分布： q
v

q
v

周期性边界条件为：(要求理解并记住) 

            

1 1

2 2

3 3

( ) (

( )

( )

l l

l l

l l

)

( )

( )

R N a R

R N a R

R N a R

μ μ

μ μ

μ μ

+ =

+ =

+ =

uuv uv uuv

uuv uuv uv

uuv uuv uv

u

u  

分布密度：      
3/(2 )V π  

3． 晶体比热的量子理论 

1) 量子比热 

量子理论下晶格振动能量量子化： 

                       
1( )
2nE n ω= + h  

晶体中有 N 个原子时，其量子热容为： 

        

2 /3

/ 2
1 ( 1

i B

i B

k TN
i

V B k T
i B

eC k
k T e

ω

ω

ω
−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠

∑
h

h

h

)  
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若存在频率分布函数且可积，则可以写成： 

     

2 /

/ 2( ) ( )
( 1)

B

B

k T

V B k T
B

eC T k g d
k T e

ω

ω

ω ω ω
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∫

h

h

h
 

此公式在一维、二维和三维情况下都成立。 

2) 爱因斯坦模型 

原理：假设晶体中各原子振动相互独立，且所有原子都有同一频率 0ω ，直接

得出晶体比热为 

           

0

0

/2
0

/ 2

( / )3
( 1)

B

B

k T
B

V B k T

k T eC Nk
e

ω

ω

ω
=

−

h

h

h
 

优点：理论上可以反映出晶体比热在低温时下降的基本趋势。 

缺点：在低温时，该模型理论值与实验不相符。 

3) 德拜模型 

原理：考虑了频率分布，把晶格当做弹性介质，忽略晶格中纵波和横波的区

别，其色散关系为 cqω = ，其中 c 为常数。另外，还假定存在一个最大频

率 mω 。 

德拜模型下三维晶体的热容为： 

       ( )

2
2

23 0

9( )
1

B
m

B

k T

v k T
m B

R eC T d
k T e

ωω

ω

ω ω ω
ω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠ −
∫

h

h

h
 

    所以在低温极限下，三维晶格的德拜热容与 成正比，这就是非常重要的

德拜 定律。 

3T
3T

德拜模型下一维原子链的热容在低温极限下为： 

              ( )
2

20
( )

1
B

v
m

Rk T eC T d
e

ξ

ξ

ξ ξ
ω

∞
=

−
∫h  

此时，比热与 T 成正比。 

4．晶格振动模式密度 
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   1) 物理意义：表征频率分布的函数。 

   2) 一般表达式： 

                   3( )
8 | ( )q

V dSg
q

ω
π ω

=
∇∫ |  

   一维单原子链： 

               ( ) 2 ( )
2
L Lg d dq g

d
ω ω ω dq

π π ω
= × ⇒ =  

   二维单晶情况下： 

          2( ) 2 ( )
4 2
S Sg d qdq g

d
ω ω π ω q dq

π π ω
= ⇒ =  

   若是在德拜近似下，且考虑到一定的 q 对应两支格波，则有 

                      2( ) Sg
c

ω ω
π

=  

   三维情况下： 

                     

2

2( )
2
Vq dqg

d
ω

π ω
=  

   若是在德拜近似下，且考虑到一定的 q 对应三支格波，则有 

                      
2

2 3

3( )
2

Vg
c

ω ω
π

=  

                                                                                 

 
［试题分析］ 

例一： 

(05)五、 

     1) 对一体积为 V 的晶体，求周期性边界条件允许的格波波矢 q 在 q 空间的

分布密度，以及在第一布里渊区 q 的取值总数。 

     2) 上小题 1)中，若为电子波，结果如何？ 

     3) 用德拜近似求一维单原子链的热容 Cv(t)的表达式，并证明在低温极限

下，它与温度 T 成正比。 
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     4) 晶格中不同简正模的格波之间达到热平衡的物理原因。 

参考解答： 

1)  对于晶体的周期性边界条件(即玻恩—卡曼边界条件)要理解性记忆。本

题解法在教材二 P99 有具体描述，在这里我们要把一些细节推导解释的

更清楚一些。首先，q 空间以倒格矢 为基矢，即 q 可以写成 1 2 3, ,b b b

                                (4--1)   1 1 2 2 3 3q xb x b xb= + +
v uv uuv uv

)

( )

( )
l

三维情况下，同期性边界条件为 

                   

1 1

2 2

3 3

( ) (

( )

( )

l l

l

l l

R N a R

R N a R

R N a R

μ μ

μ μ

μ μ

+ =

+ =

+ =

uuv uv uuv

uuv uuv uv

uuv uuv uv

u

u                   (4--2) 

        其中， 1 2 3, ,a a a
uv uuv uuv

为晶格基矢， 为沿三基矢方向的原胞数，总原

胞数

1 2 3, ,N N N

1 2 3N N N N= � � 。由边界条件可得 

                 ( ) { } ( )exp ( )   ( 1, 2,3)l i i lR i q N a R iμ μ− = =
uuv v uv uuv

� ，  

        即             

1 1 1

2 2 2

3 3 3

2

2

2

q N a h

q N a h

q N a h

π

π

π

⎧ =
⎪⎪ =⎨
⎪ =⎪⎩

v uv
�
v uuv
�
v uuv
�

                     (4--3)  

        其中， 为整数。将(4—1)式代入(4--3)式即得 1 2 3, ,h h h

              1 1 1 2 2 2 3 3 32 2 ,  2 2 ,  2N x h N x h N x h 2π π π π π π= = =  

        所以有         31 2
1 2 3

1 2

,   ,   hh hx x x
N N

= = =
3N  

        即              
31 2

1 2
1 2 3

hh hq b b
N N N

= + +
v uv uuv u

3b
v

 

          上式即代表了边界条件所允许的 q 空间均匀分布的所有格点。设倒格子

原胞体积为 ，正格子原胞体积为
*Ω Ω，则有

3(2 )π∗Ω Ω =� 。所以边界
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条件所允许的 q 空间中每个格点所占据的体积为 

                          
31 2

1 2 3

( )bb b
N N N N

∗Ω
× =
uvuv uuv

�  

          所以，边界条件允许的格波波矢 q 在 q 空间的分布密度 

                  ( ) ( )3 3
31 2

1 2 3

1
2 2( )

N N V
bb b

N N N

ρ
π π∗

Ω
= = = =

Ω
×
uvuv uuv

�
 

          另外，因为第一布里渊区的体积等于倒格子原胞的体积，所以第一布里

渊区 q 的取值总数为：     Nρ ∗⋅Ω =  

       2) 上小题中若为电子波，则是让从玻恩—卡曼边界条件出发，求出三维 k
v

空间中电子波矢 的分布密度。这属于第五章能带论的相关内容(具体请

参阅教材一 P55 和教材二 P156)。其求解过程与上小题类似，其中，边界

条件为 

k
v

                       

1 1

2 2

3 3

( )

( )

( )

r N a r

r N a r

r N a r

( )

( )

( )

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

+ =

+ =

+ =

v uv v

v uuv v

v uuv v  

      关键是再利用布洛赫定理可得 

             { }( ) ( )exp ( ) ( ),    1,i i i ir N a r i k N a r i 2,3ψ ψ ψ+ = = =
uv v uv

�   

      下面步骤与和上小题相似，可求得 k 空间中许可态中的态密度为
( )32

V
π

，

第一布里渊区中 k 的取值总数为 N，即晶体中的原胞数。 

     3) 一维单原子链的晶格振动模式密度函数为 

                            ( ) L dqg
d

ω
π ω

=  

       其中， L Na= 为单原子链的长度，a为原子间距，N 为原子数目。又在
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德拜模型中，     (c )cqω = 为常数 。所以，此时 ( ) Lg
c

ω
π

= 。 

      根据德拜理论有 

                  
0 0

( )  

             

m m m

m

LLg d d
c c

N c c
L a

ω ω
Nωω ω ω

π π
π πω

= = =

∴ = =

∫ ∫
 

      晶体量子热容公式为 

              

( )
( )

( )

( )

( )

2

20

2

20

2 2

20

2

20

( )
1

1

1

1

B

m

B

B

m

B

m B

m B

k T

B
v B k T

k T

BB

k T

k T
B

k T
B

m

e
k T

C T k g d
e

e
k TLk d

c e

Lk T e d
c e

Rk T e d
e

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ξω

ξ

ξω

ξ

ω

ω ω

ω

ω
π

ξ ξ
π

ξ ξ
ω

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−

=
−

=
−

∫

∫

∫

∫

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

 

        上式中 BR k T= 为气体常数，式中 Bk Tξ ω= h .  

在低温极限下， m Bk Tω →∞h ，所以有 

           ( )
2

20
( )

1
B

v
m

Rk T eC T d
e

ξ

ξ

ξ ξ
ω

∞
=

−
∫h

 

其中，
( )

2

20 1

e d
e

ξ

ξ

ξ ξ
∞

−
∫ 为一积分常数，所以在低温极限下晶体热容与温度

成正比。 

     4) 这里考查非简谐效应这个知识点，是非简谐相互作用引起了热膨胀，也
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是非简谐相互作用才导致不同简正模的格波之间的耦合以致达到热平衡。 

 

例二： 

(04)二、 

     1) 试给出德拜模型下晶格振动色散关系的表达式，说明德拜模型在解释晶

格比热—温度关系上有哪些成功和不足并说明原因。 

参考解答： 

   1) 首先，要清楚德拜模型的主要特点：把布拉菲晶格看作是各向同性的连

续介质，即把格波看作是弹性波，并且还假定纵的和横的弹性波的波速相

等。另外我们要知道，对于长声学波，晶格可以视为连续介质，长声学波

具有弹性波的性质。 

所以，德拜模型下晶格振动色散关系为：    (c )cqω = 为常数 。德拜模

型在解释低温下的晶格比热—温度关系上是非常成功的，尤其是德拜热容

的低温极限是严格正确的，而在较高温度时，德拜热容与实验数据偏离较

大。这是因为温度降低时，高频振动模对比热的贡献变小，因而在低温时，

主要是低频振动模(即长波)对比热起贡献，这种情形与德拜模型非常相

近。 

 

例三： 

(03)三、有 N 个原子组成的体积为 V 的晶体，在德拜近似下，设其声速为 v，试

求出： 

     1) 晶格振动态密度函数 g(ω)，并绘出 g(ω)和 q 的关系曲线； 

     2) 德拜频率和德拜温度，并简述其意义。 

参考解答： 

1) 三维晶体中，在德拜近似下，考虑到一个 q 有一个纵波和两个独立的横

波，则有        

( )
( )2

3
3 4
2

V q dq g dπ ω ω
π

=  

      所以有           
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( )
( )

2
3

3 4
2

V dg q
d

ω π q
ωπ

=  

      而德拜模型中 vqω = ，即 q vω=  

                 ( )
2 2

2 2

3 1 3     
2

V Vg
v v v32
ω ωω

π π
⎛ ⎞∴ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (图略) 

     2) 德拜频率是在德拜模型中假定存在的晶格振动的最高频率 mω ，由条件 

                      0
( ) 3m g d

ω
ω ω =∫ N

可以求出       
1 326

m
Nv

V
πω

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

        德拜温度是德拜模型中引进的一个温度标准 D m BkωΘ = h ，它代表

了经典统计和量子统计适用的温度分界线，低于德拜温度时应该使用量子

统计。 

 

例四： 

(02)三、 

     1．有一维双原子链，两种原子的质量分别为 M 和 m，且 M>m，相邻原子

间的平衡间距为 a，作用力常数为β。考虑原子沿链的一维振动： 

      1) 求格波简正模的频率与波矢之间的关系ω(q)； 

      2) 证明波矢 和q q
a

mπ
+ (其中 m 为整数)描述的格波是全同的。 

     2．常用热中子与晶格振动的非弹性相互作用来研究晶格振动的色散关系

( )qω ，请简要叙述其基本原理。并明确说明实验中测量哪些量，以及如

何由此得出色散关系 ( )qω 。 

参考解答： 

1．本题考查一维双原子链的基本知识。 

1)  此推导过程一定要掌握，对过程的理解要透彻，自己最好亲自推导几
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遍，结果也要记牢(具体见教材二 P93)。 

2) 由上式可知  

( )q m q
a
πω ω⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

对于标号为 2n 的原子其对应于波矢 q 的格波解为 

            
[ ]2

2 ( ) i t naq
n q Ae ωμ −=  

而对于波矢 q m
a
π⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠
有 

   

[ ]

[ ]

2 ( )

2

2 2

2

( )
i t na q m

a
n

i t naq i nm

i t naq

q m Ae
a

Ae e

Ae

πω

ω π

ω

πμ
⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

− −

−

+ =

= ⋅

=
 

      所以，对于标号为 2n 的原子波矢 q和 q
a

mπ
+ 描述的格波是全同的。而对

于标号为(2n+1)的原子，首先ω不变，再看其相因子 

        

exp (2 1) ( ) exp[ (2 1) ] exp[ (2 1) ]

exp[ (2 1) ]     
exp[ (2 1) ]  

i n a q m i n aq i n m
a

i n aq m
i n aq m

π π⎡ ⎤− + + = − + ⋅ − +⎢ ⎥⎣ ⎦
− +⎧

= ⎨
− − +⎩

为偶

为奇

 

       又考虑到振幅比为 

        
2 2

2 cos
B m
A aq

ω β
β

−
= − ， 

而因为  

             
cos        

cos ( )
cos     

aq m
a q m

a aq m
π ⎧

+ = ⎨
−⎩

为偶

为奇
 

所以对于标号为(2n+1)的原子，其格波解 2 1nμ + 也没变。 

     2. 本题考查的是光子与声子相互作用的简单原理。主要知识点是：光子与

声子的相互作用过程中，同样要满足动量守恒定律和能量守恒定律。 
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        格波振动引起中子的非弹性散射，散射过程分为吸收声子和发射声子两

种情况。假设中子的质量为 m，则散射过程中的能量守恒为 

                         ( )
2 2

2 2
p p q
m m

ω
′
− = ±h                       ① 

        动量守恒为       p p′ q− = ±
uuv uv v

h                             ② 

        两式中“+”号表示产生一个声子，“－”号表示吸收一个声子。另外，

由于波矢为 和 的两个声子是完全等价的(其中 为任意倒格

矢)，所以②式还可以写成   

q
v

nq G+
v uv

nG
uv

np p q G′ − = ± +
uuv uv v uv

h h                ③ 

        根据以上原理，对给定的入射中子的初动量 p
uv
，可以测定不同散射方向

的中子的能量 E′ (这样也就测定了 p′
uuv

)，再利用守恒关系即可确定波矢 q
v

和待定的声子能量 ( )qωh 。 

 

例五：  

(01)三、设有一维双原子链，两种原子的质量分别为 M 和 m，且 M>m，相邻原

子间的平衡间距为 a，只考虑最近邻原子间的平衡间距为 a，作用力常数

为β，在简谐近似下，考虑原子沿链的一维振动： 

     1) 求格波简正模的频率与波矢之间的关系ω(q)； 

     2) 证明波矢 和q q
a

mπ
+ (其中 m 为整数)描述的格波是全同的； 

     3) 在M m� 的极限情形下，求色散关系ω(q)的渐近表达式。 

参考解答：1)、2)略 

     3) 先写出色散关系表达式 

            

12 2
2

22

41 1 sin
( )

m M mM aq
mM m M

ω
β

ω
+

−

⎧ ⎫⎫ ⎡ ⎤+⎪ ⎪ ⎪= ± −⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥+⎪ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎭ ⎩ ⎭
 

        所以当M m� 时，利用 M m M+ →  和无穷小量代换   

( )1 21 1  (
2
xx x+ +� 为无穷小量)  

        可得 
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2 2
2

2

22 sin
( )

2    1 sin

m M mM aq
mM m M

m aq
m M

ω β

β

+

⎛ ⎞+
→ −⎜ ⎟+⎝ ⎠

⎛ ⎞→ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2
2

2

2 sin
( )

2    sin

m M mM aq
mM m M

aq
M

ω β

β

−
+

→
+

→

�

 

 
例六： 

(00)二、已知 N 个质量为 m 间距为 a 的相同原子组成的一维原子链，其原子在偏

离平衡位置δ时受到近邻原子的恢复力 F βδ= − (β为恢复力系数)。 

     1) 试证明其色散关系 

                     2 sin      (q )
2
qa

m
βω = 为波矢  

     2) 试绘出它在整个布里渊区．．．．．．的色散关系，并说明截止频率的意义。 

     3) 试求出它的格波态密度函数 ( )g ω ，并作图表示。 

参考解答： 

     1) 本题在教材二 P83 页有详细推导，要求必须掌握，本资料在此不再重复。 
     2) 绘图略，但要注意的是题目中要求的是“整个布里渊区．．．．．．”，所以要画完

整。由其色散关系表达式可以看出 2
m
βω ≤  ，所以存在截止频率  

2m m
βω = ，它表示只有频率小于或等于 mω 的格波才能在晶体中传播，

频率大于 mω 的则不能。 

     3) 一维单原子链的晶格振动模式密度函数为 

                           ( ) L dqg
d

ω
π ω

=  

        考虑波矢 (0, )q π∈ ，则其色散关系表达式为 
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( )
1

2 2 2

        sin
2

2     arcsin

2    =   

m

m

m

aq

q
a

dq
d a

ω ω

ω
ω

ω ω
ω

−

=

⎛ ⎞
∴ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∴ −

 

           因此得 

     ( ) ( )
1 1

2 2 2 22 22 2( ) m m
L Ng
a

ω ω ω ω ω
π π

− −
= − = −    

作图略(绘图时要注意存在截止频率 mω )。 

 

例七： 

(98)四、试求三维晶体量子热容表达式。 

参考解答：本题属于基础理论题，难度比较大，具体内容可以参阅教材一 P109

和教材三 P126。另外关于玻耳兹曼统计方面的知识可以参阅一些热力学

统计理论方面的书籍。 

          首先，根据量子理论晶格振动能量是量子化的，即 

                     
1( )      ( 0,1,2,3......)
2nE n nω= + =h  

      其中， / 2ωh 代表零振动能，对比热无贡献，可略去不计，把能量写成 

                          ( 0,1,2,3......)nE n nω= =h  

这样可以根据玻耳兹曼统计理论，频率为ω的格波在温度 T 时的平

均能量为 

         ( ) ( )
/

0 0

/

0 0

  
B

B

B

n k T nx
x

k Tn n

n k T nx

n n

n e ne
E E

e e

ω
ω

ω

ω
ω ω

∞ ∞
− −

=
= =

∞ ∞
− −

= =

= ⎯⎯⎯⎯→ =
∑ ∑

∑ ∑

h
h

h

h

h
令

ω
 

      又因为 
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0

0

1 1ln ln
1 1

nx

nxn
x x

nx n

n

ne
d de
dx dx e ee

∞
−

−=
∞ −

−

=

⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟ − −⎝ ⎠

∑
∑

∑
 

      所以有 

                  ( ) / 1Bk TE
e ω

ωω =
−h

h
 

          设晶体中含有 N 个原子，因为每个原子有 3 个自由度，所以有 3N 个

振动模和 3N 个振动频率，则整个晶体的平均能量为： 

             
( )

3 3

/
1 1 1i B

N N
i

i k T
i i

E E
e ω

ωω
= =

= =
−∑ ∑ h

h
 

      如果频率分布能用可积分函数 ( )g ω 来表示，则上式可以改为 

                 /( )
1Bk TE g d

e ω

ωω ω=
−∫ h

h
 

      所以晶体的量子热容 

        

2 /

/ 2( ) ( )
( 1)

B

B

k T

V B k T
BV

E eC T k g d
T k T e

ω

ω

ω ω ω
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ −⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

h

h

h
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第五章   能带理论 
 

［考试指导］ 

本章与上一章一样为重点章节，并且由于本章节内容对以后本专业知识的进

一步学习非常重要，所以对本章节内容要尽量理解透彻。 

本章的往年考题难度一般，但不容马虎，因为本章经常考一些综合性题目，

所以所占分值也很大，要认真对待，将往年真题搞透，最好再找一些相关练习题，

教材上的少数例题也要搞懂。另外，要记住几个关键公式例如 Bloch 和、紧束缚

近似下的能量函数表达式以及能态密度公式等常用公式。 

 

［基本知识点］ 

1． 能带论中的几个近似 

1) Born-Oppenheimer 近似(也叫绝热近似) 

定义：近似认为在原子核运动的每一瞬间，电子的运动都快到足以调整其状

态到原子核瞬时分布情况下的本征态，即认为电子是在准静态的核构成的势

场中运动，从而可以把电子的运动和核的运动分开试论。 

依据：由于电子和原子核在质量上的巨大差别，电子的运动要比原子核快得

多。 

2) 单电子近似(也叫独立电子近似) 

概念：用一个平均场来代替电子和电子之间的相互作用，即在电子体系的哈

密顿量中忽略电子和电子之间的相互作用项，而增加一个稳定的平均场作为

近似。 

3) 周期场近似 

这是一个很关键的近似，由晶体的平移对称性出发，将晶体中的势场近似认

为具有和晶格同样的平移对称性，即 

                   ( ) (nV r R V r+ =
v uv v

)

   其中 晶格格矢。 nR
uv
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2． 布洛赫定理 

1) 内容： 

当晶体势场具有晶格周期性时，电子波动方程的解具有以下性质 

                 ( ) (nik R
nr R e r)ψ ψ+ =

v uv
�

v uv v
 

   且可以把波函数写成   ( ) ( )ik rr e u rψ =
v v
�

v v
 

   其中 满足        ( )u r
v

( ) ( )nu r u r R= +
v v uv

 

2) 证明过程 

布洛赫定理的证明在 06 年以前的真题里还没有考过(包括 06 年)，所以应该

重视，该证明过程在教材二 P155—P157 有详细描述，有一定难度，可以结合

量子力学知识来理解。 

3) 关于定理中的简约波矢 k
v

(具体内容可参考教材一 P55 和教材二 P157) 

这是一个小知识点，要求熟练掌握。 

k
v
的取值为一系列 空间中均匀分布的点，分布密度为 k

v 3/(2 )V π 。 

3． 近自由电子模型 

1) 一维周期场 

将晶格势场近似为一个平均场加上一个微扰来处理： 

首先，在零级近似下考虑到周期性边界条件得到了波矢 的允许取值，

于是推出了能量的准连续性； 

k
v

第二，由于考虑二级微扰而推出能量在布里渊区边界会分裂，且发生了

能级间的“排斥作用”，于是形成了能带和带隙。 

   示意图： 
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2) 三维周期场 

      解决思想和方法与一维完全类似，还提出了三维情况下布里渊区的概念，

注意理解其物理意义。 

      与一维情况相比有一个重要区别，就是不同能带在能量上不一定分隔开，

三维时可以发生能带间的交叠。 

4． 紧束缚近似 

1) 该近似下的电子波函数 

以原子轨道波函数作为基函数来表示，近一步求出紧束缚近似下晶体电子的

波函数为 Bloch 波： 

           
( ) ( )mik R

mi
m

r c e r Rψ ϕ= −∑
v uv
�

v v uv

 

2) 近似下的能量表达式 

           0( ) ( ) s

s

ik R
si

R
E k J J R eε −

=

= − − ∑
v uv
�

v u

近邻

v

 

要注意 sR
uv

是最近邻格点的格矢。  

3) 近似所描述的物理概念  

紧束缚近似表明：如果原子相互之间距离比较远时，则原子之间近似于独立，

每个原子的能级都具有 N 重简并。而在一般晶体中，晶格间距比较小，原子

之间相互靠得很近，各原子的电子轨道有不同程度的交叠，电子的运动出现

共有化。所以，由于原子之间的相互影响，单一的能级开始分裂，从而形成

了一定宽度的能带。图示如下： 
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5． 能态密度 

1) 物理含义 

能量分布函数，一般表达式(记入自旋) 

                3( )
4 k

V dN E S
Eπ

=
∇∫ 等能面  

若单价金属晶体中含有 N 个电子，电子最大能量为 ，则有 mE

                    0
( )mE

N N E= ∫ dE

2) 自由电子模型的能态密度 

首先，在自由电子模型中能量为 

                       

2 2

( )
2

kE k
m

=
v h

 

所以得到 

              

2 2dE Ek
dk m m

= =
h

h  

一维情况下 

   

1
1 22( ) 2 ( ) ( )

2 2
L L dE LN E dE dk N E E

dkπ π π
−−= × ⇒ = =

h

m
 

二维情况下 

  
1

2 2( ) 2 2 ( ) ( )
4
S S dEN E dE kdk N E

dk
π mS

π π π
−= × ⇒ = =

h  

三维情况中 

                 

3/ 2
1/ 2

2 2

2( )
4
V mN E E
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠h  
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［试题分析］ 

例一： 

(05)六、简单立方晶格中，每个原胞中含有一个原子，每个原子只有一个价电子，

使用紧束缚近似，只计入近邻相互作用。 

     1) 求出 s 态组成的 s 能带的 E(k)函数。 

     2) 给出 s 能带带顶和带底的位置和能量值。 

     3) 求电子在能带底部和顶部的有效质量。 

     4) 求出 s 能带电子的能量态密度的表达式。 

     5) 求出电子运动的速度。 

参考解答：本题带有一种综合题的性质。 

     1) 本题在教材二 P193 有详细推导。解本题首先要记住紧束缚近似下晶体

能带解 ( )E k
v
的表达式 

             0( ) ( ) s

s

ik R
si

R

E k J J R eε −

=

= − − ∑
v uv
�

v u

近邻

v

z

 

这是关键点，然后根据晶体结构就可以解出 s 态组成的 s 能带的 E(k)函数为 

              ① 0 1( ) 2 (cos cos cos )s x yE k J J k a k a k aε= − − + +
v

        2) 由上题公式可以看出 s 能带带顶位置为 1 ( , , )k
a a a
π π π

=
v

，带顶能量为

( )1 0 6s 1E k Jε= − +
v

J ； 带 底 位 置 为  2 (0,0,0)k =
v

， 能 量 为 

。 ( )2 0 16sE k J Jε= − −
v

     3) 此类题目都是综合题，所以本小题内容属于下一章，在此就提前复习了。

有效质量这个知识点很重要，要理解有效质量张量这个概念并记住它的表达式，

有效质量张量的分量为  
2

2 Em
k kαβ
α β

∗ ∂
=

∂ ∂
h . 本小题答案可以参见教材二

P243~P245，在这里不作重复。 

     4) 这里考查能态密度的一般表达式，其推导过程在教材二 P214 有详细描

述。大纲中要求“深刻理解费密面、能态密度和能带的特点”，加上能态密度几
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乎是每年必考的知识点，所以此推导过程要求理解透彻，最好自己能不用书本推

导出来结果。本题中先写出能态密度的一般表达式 

                  3( )
4 k

V dN E S
Eπ

=
∇∫ 等能面                         ② 

其中， k E∇ 表示沿 k 空间等能面法线方向能量的改变率，从①式可得      
v

12 (sin ,sin ,sin , )k x yE aJ k a k a k az∇ =  

所以有       
2 2 2

12 sin sin sink x yE aJ k a k a k∇ = + + za     

将其代入②式中得 

       3 2 2 2
1 1

( )
8 2 sin sin sinx y z

V dsN E
aJ aJ k a k a k aπ

=
+ +

∫ 等能面  

     5) 根据第五章内容，电子速度和其能量关系为 
1 1( ) k

dEv k E
dk

= = ∇
h h

，根

据①式可得电子速度   

121( ) ( sin sin sin )x y zk k kk x y
J av k E i k a i k a i k a= ∇ = + + z

v v v

h h
 

其中， , ,x yk k ki i i
v v v

z  为 空间中的三个方向的单位矢量。 k
v

 

例二：           

(04)五、现有 N 个质量为 m 间距为 a 的相同原子组成的一维原子链 

     1)、2)略。 

     3) 每个原子只有一个价电子，使用紧束缚近似，只计入近邻相互作用，写

出原子 s 态对应的晶体波函数。 

     4) 在(3)的假设下，求出 s 态组成 s 能带的 E(k)函数。 

     5) 在(3)的假设下，求出 s 能带电子的能量态密度的表达式。 

参考解答：本题难度不大，考查能带论中的基础知识。 

     3) 紧束缚近似下晶体的波函数为 Bloch 波，波函数为 

              ( ) ( )mikx
s s m

m

x c e x xψ ϕ= −∑  
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        其中，c 为归一化因子， sϕ 表示孤立原子 s 态波动方程的本征态。 

4) 本题根据紧束缚近似下晶体能带解 ( )E k
v
的表达式可得 

            

0 1

0 1

0 1

( ) ( )
2 cos

2 cos

ika ika
s

s

E k J J e e
J J ka

E J ka

ε
ε

−= − − +
= − −
= −

                   ① 

式中 0 0sE Jε= − ，且 .  1 0J >

5) 一维能态密度   

1

1 1

( ) ( )
2 sin 2 sin

L dE L NG E
dk aJ ka J kaπ π π

−= = =           ②   

      由①式可得     

( )22
1 00

1 1

4
cos sin

2 2
J E EE Eka ka

J J
− −−

= ⇒ =              ③ 

      所以将③代入②得  

( )221 1 0

( )
sin 4

N NG E
J ka J E Eπ π

= =
− −

 

 

例三： 

(02)四、半金属交叠的能带为 

               

2 2

1 1 1
1
2

2
2 2 0 0 2

2

( ) (0) ,  0.18
2

( ) ( ) ( ) ,  0.06
2

kE k E m m
m

E k E k k k m m
m

= − =

= + − =

h

h
 

其中， 为带 1 的带顶， 为带 2 的带底，交叠部分1(0)E 2 0( )E k 1 2 0(0) ( ) 0.1E E k eV− = 。

由于能带交叠，能带 1 中的部分电子转移到能带 2，而在能带 1 中形成空穴，计

算 T=0K 时费米能级的位置。 

参考解答：本题有一定难度，首先我们要清楚半金属能带交叠的概念，半金属由
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于能带之间的交叠而具有了金属的导电性，但是由于能带交叠不大，所以其导电

性介于金属和半导体之间。T=0K 时费米能级的位置是表征能带中电子占有态和

非占有态的分界线，在这里就是表征半金属能带交叠的部分中空穴能级和电子能

级的分界线。所以本题可以利用半金属能带交叠的部分中电子和空穴总数相等这

一特点，从自由电子(空穴)能态密度着手来解。 
自由电子(空穴)单位体积．．．．能态密度为     

3 / 2
1/ 2

2 2

1 2( )
4

mg E E
π

∗⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠h  

下面我们取能带 1 中 E 轴向下为正，k=0 处为原点；取能带 2 中 E 轴向上为

正， 处为原点。另外，我们设半金属能带交叠的部分中电子能带宽度为0k k= nδ ，

空穴能带宽度为 pδ ，则 ，如下图所示。 0.1n p eVδ δ+ =

nδ  

FE
 pδ  

 

于是能带 1 中空穴总数为 

0

3 / 2
1/ 21

2 20

3 / 2
3 / 21

2 2

( )

21
4

21
6

p

p

p

p g E dE

m E dE

m

δ

δ

π

δ
π

∗

∗

=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫ h

h

 

     同理，能带 2 中电子总数    

3 / 2
3 / 22

2 2

21
6 n

mn δ
π

∗⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠h  
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     由于 p n= ，我们可以得到   

 
1 2 0.18 0.06

                   3 =
p n p

p n

m m m m nδ δ δ

δ δ

= ⇒ =

⇒

δ
 

     所以再与 联立可以得出   0.1n p eVδ δ+ =

                 0.075       0.025n peV eVδ δ= =，      

                               

例四： 

(00)四、用紧束缚方法处理晶体 s 态电子，得到其能量表达式为 

               0( ) ( ) l

l

ik R
ls

R

E k E J R e= +∑
v uv
�

ur

uv

 

        其中 为常数， 称为高迭积分(小于零)。 0E ( )lJ R
uv

1) 在最近邻作用近似下，求出 x 方向晶格常数为 a , y 方向晶格常数为

( )的二维矩形晶体 s 态电子能量表达式。 b a b≠

2) 求出 s 态晶体电子能带宽度。 

3) 分别培养出能带底电子与能带顶空穴有效质量张量。 

参考解答：本题考查紧束缚方法的二维应用，比较有新意，应该重视。 

      1) 题中已经给出公式，我们只需要确定 lR
uv

的坐标就可以解题了。因为是

二维矩形晶体，所以每个格点有 4 个最近邻，它们的坐标分别为 、( , 、

和 。另外，因为 s 态波函数是球对称的，所以可以令 

( ,0)a 0a− )

( ,0)b ( ,0)b−

1( ,0) sJ a J± =  ， 2( ,0) sJ b J± =  

所以将 的坐标代入 的表达式即可得 lR
ur

( )sE k

            

0 1 2

0 1 2

( ) ( )

2 cos 2 cos                            

y yx x ik b ik bik a ik as s
s

s s
x y

E E J e e J e e

E J k a J k b

−−= + + + +

= + + ① 

 46



2) 上式与简单立方晶体非常相似，又注意到 1 20, 0s sJ J< < ，根据经验

和函数性质我们可以推出能带带底为 1 (0,0)k = 处，此时带底能量 

                    1 0 1( ) 2 2 2
s sE k E J J= + +  

能带带顶为 2 ( , )k
a b
π π

= 处，带顶能量 

                    2 0 1( ) 2 2 2
s sE k E J J= − −  

所以能带宽度为 

                2 1 1( ) ( ) 4( )2
s sE E k E k J JΔ = − = − +  

      3) 解本题的关键是利用余弦函数的泰勒展开近似式，由于带底 k 值比较

小，因此①式可以展开为 

            

2 22 2

0 1 2

2 2 2 2
0 1 2 1 2

2 (1 ) 2 (1 )
2 2

2 2

ys sx
s

s s s s
x y

b kk aE E J J

E J J J a k J b k

= + − + −

= + + − −
 

所以，有效质量张量分量 

                  

22
2

2 2
1

22
2

2 2
2

2

2

0

x s
x

y s
y

xy yx

Em
k J a

Em
k J b

m m

∗

∗

∗ ∗

∂
= = −

∂

∂
= = −

∂

= =

h
h

h
h

 

即带底电子有效质量张量为 

                   

2

2
1

2

2
2

0
2

0
2

s

e

s

J a
m

J b

∗

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

h

h  
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同理在能带带顶 2 ( , )k
a b
π π

= 附近有 

0 1 2

0 1 2

0 1 2

2 cos 2 cos

2 cos( ) 2 cos( )

2 cos( ) 2 cos( ) 

s s
s x y

s s
x y

s s
x y

E E J k a J k b

E J k a J k
a b

E J a k J b k

π π

π π

= + +

= + +Δ + +Δ

= + + Δ + + Δ

b
 

此时利用函数 cos( )xπ + 在π 处的泰勒展开式得 
2

cos( ) 1
2
xxπ + ≈ − + ，所以得 

       

2 2 2 2
0 1 2 1 2

2 2 2
0 1 2 1 2

2 2 ( ) ( )

2 2 ( ) (

s s s s
s x

s s s s
x y

E E J J J a k J b k

E J J J a k J b k
a b

2)

y

π π

≈ − − + Δ + Δ

= − − + − + −  

因此用同样方法可求得带顶电子的有效质量张量为 

               

2

2
1'

2

2
2

0
2

0
2

s

e

s

J a
m

J b

∗

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

h

h  

所以带顶空穴的有效质量张量为 

          

2

2
1'

2

2
2

0
2

0
2

s

h e

s

J a
m m

J b

∗ ∗

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎜ ⎟= − =
⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

h

h  

在这里我们可以发现，带顶空穴的的有效质量与带底电子有效质量相等且均为正

值。 

 

例五： 

(99)八、试推导近自由电子近似金属电子的能态密度 N(E)，并绘图表示其变化趋

势。 

参考解答：本题考查能态密度的基本知识点，难度不大，所以必须掌握其推导过
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程。另外，该推导结果也很重要，在解其它题目的时候也会经常用到这个结果，

因此建议将此结果牢记。 

本题解法和结果可参阅教材二 P215，在此我们也给出一种简单解法。近自

由电子近似金属电子可看作是三维模型，且电子能量表达式为

2 2

( )
2

kE k
m

=
h

，所

以也有 2mEk =
h

。另外根据总能态数目相等，我们可以建立方程 

  
2 2

3 2 2

2( ) 2 4
(2 )

V V VN E dE k dk k dk dkπ
π π π

= × = = �
h2

mE
 

所以得其能态密度为 

            

2 2 2 2

3
12
2

2 2

3
12
2

2

2 2 1( )
2

2        
2

24      ( )

V mE dk V mE mN E
dE E

V m E

mV E
h

π π

π

π

= =

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �
h h h

h

绘图略

2
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第六章 晶体中电子在电场和磁场中的运动 
 

［考试指导］ 

本章内容不是太难，往年也经常考到本章内容(尤其是有效质量这个知识

点)，并且经常是把本章内容和其它内容作为综合题目一起来考查。 

本章主要的题型是计算题，也有一些概念题(主要是金属、半导体和绝缘体

的能带论解释以及德哈斯—范阿尔芬效应的相关内容)，所以其考点很清晰明了，

我们要需要做的就是认真复习每个基本知识点，理解清楚每个基本概念并熟练掌

握一些相关公式。 

 

［基本知识点］ 

1． 准经典运动 

1) 外力作用下状态的变化和准动量 

   有外力作用时运动状态变化的基本公式： 

                       ( )d k F
dt

=
v uv
h  

   上式和牛顿定律具有相似的形式，其中 k
v
h 取代了经典力学中的动量。由于

准经典运动中 具有类似于动量的性质，因此常称为准动量。 k
v
h

2) 有效质量 

倒有效质量表达式： 

                  

2

2

1 1 ( )E k
m kαβ kα β

∗

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠

v

h  

物理概念：在电子运动准经典模型中引入了电子有效质量张量，用来描述在

外力作用下，与牛顿相比电子运动所具有的相应质量。 

一些性质：能带带底附近电子有效质量为正，带顶附近为负；在同一位置空

穴的有效质量与电子的有效质量符号相反。 
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2． 恒定电场下电子的运动(非重点) 

1) 运动描述 

在实空间的振荡：恒定电场下电子在 k 空间做匀速运动，但在准经典运动的

框架中，当电子运动到带隙时将全部被反射回来，于是电子在同一能带的 k

空间做循环运动，这表明电子速度随时间作振荡变化，这就意味着电子在实

空间的振荡。 

2) 需要注意的两点 

很少考到，但最好大概了解一下，参考教材二 P249。 

3． 金属、半导体和绝缘体的能带论解释 

1) 满带电子不导电 

参考教材二 P251，要能描述清楚，注意在外场作用下，电子分布发生偏移，

但由于 和k
v

nk G+
v uv

对电流的贡献是等价的，满带状况产不改变。 

2) 部分填充的能带才导电 

       部分填充能带中的电子分布在外场的作用下会发生偏移，从而可以发生

一定的电流。 

   导体：至少有一个能带是部分填充的。 

   绝缘体：恰好填满低能带，再高的能带是全空的。 

   半导体：有类似于绝缘体的能带结构，但价带和导带之间的带隙宽度较小。 

   半金属：导带底和价带顶发生交叠或具有相同的能量。 

4． 恒定磁场下电子的运动 

1) 恒定磁场中的准经典运动 

两个结论：沿磁场方向的 k 分量不随时间变化；电子的能量值不随时间变化，

即电子在 k 空间的等能面上运动。 

对于自由电子：在实空间做螺旋运动，运动在垂直于磁场方向的投影为匀速

圆周运动，其回转频率为 0 qB mω = ；在沿磁场方向的速度为常数。 

2) 自由电子的量子理论 

此时能量本征值为(假设磁场沿 z 方向)： 

               

2 2

0
1

2 2
zkE n

m
ω⎛ ⎞= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
h

h  
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就是说，在量子理论中，垂直于磁场方向的圆周运动对应于一种简谐运动，

其能量是量子化的，这些量子化的能级就是我们后面要提到的朗道能级。 

5． 德哈斯—范阿尔芬效应 

1) 二维自由电子气模型 

朗道能级：二维自由电子气在外加垂直磁场时，其圆周运动对应于一种简谐

运动，其的能量本征值为一系列量子化的能级 

                    0
1
2nE n ω⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
h  

注意：因为是二维的，所以在磁场下也只有圆周运动。在式中 0 eB mω = ，

为圆周运动的回转频率。 

简并度：和紧束缚近似中的能级分裂相反，在垂直磁场下，二级电子气准连

续的能级聚集成间隔为 0ωh 的分立能级，间隔 0ωh 内包含的电子态的数目就

为朗道能级的简并度。 

对于二维自由电子气，简并度为(假设其尺寸为 L L× ) 

                     

2eBLD
π

=
h

 

2) 三维自由电子气模型 

恒定外磁场下的三维自由电子气的能态密度： 

      

1
2

0
2 1( )

2 2n

DL mN E E n ω
π

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ h
h  

要求掌握其推导过程，可参考教材二 P270。另外，这里的 D 就是朗道能级的

简并度，即
2 /D eBL π= h，可代入上式进一步求得 

      

1
3 2

02 2

1( )
2 2n

eBL mN E E n ω
π

−
⎡ ⎤⎛ ⎞= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ h
h  

3) 银的德哈斯—范阿尔芬效应 

德哈斯—范阿尔芬效应的定义：低温下电子气系统的磁矩随磁场的振荡变化，

其周期为 2 / Fq Sπ h ，其中 为二维自由电子气费米圆的面积。 FS
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对于银：当磁场沿<111>方向时，其德哈斯—范阿尔芬振荡包括两个周期，这

也表明了垂直于此方向的费米球有两个极值截面，根据周期公式 

                         
1 2

F

q
B S

π⎛ ⎞Δ =⎜ ⎟
⎝ ⎠ h

 

可知，大的极值截面对应于小的振荡周期，而小的则对应大的周期。另外，

当磁场沿其它方向时，德哈斯—范阿尔芬振荡可能有一个周期或者没有，这

对应于极值截面的数量。 

 

［试题分析］ 

例一： 

(00)五、N 个原子组成二维正方格子，每个原子贡献 1 个电子构成二维自由电子

气，电子能量表达式是 

                      

2 22 2

( )
2 2

yx kkE k
m m

= +
hh

 

1) 推导二维自由气的能态密度公式。 

2) 此时在垂直于正方格子方向射入一磁场 B，自由电子气能级将凝聚成朗

道能级，问该能级的简并度是多少？ 

参考解答：第 1 个小题是复习上一章的内容，第 2 个小题是考查朗道能级简并

理论。 

1) 由题可知    

 

2 22 2 2 2

( )
2 2 2

yx kk kE k
m m

= + =
hh h

m  

   所以有       
2dE k

dk m
=
h

 

   又有方程     

2

1( ) 2 2
(2 )

kg E dE kdk dkπ
π π

= × =  
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   其中， 为单位面积二维自由电子气的能态密度。 ( )g E

   所以得      

1

2( ) k dE mg E
dkπ π

−
⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠ h  

2) 本小题可以参阅教材二 P265。作者在此作一些简单解释。 

首先我们要清楚朗道能级的由来，分析两种情况：无外磁场时，二维自由电

子气具有准连续能谱，且有

2 2

( )
2

kE k
m

=
h

，能态密度为 2( ) mg E
π

=
h

；而存在

恒定垂直外磁场时，准连续的能谱聚集成间隔为 cωh 的分立能级( cω 为回旋频

率)，此时能量本征值为一系列朗道能级    

               
1( )    ( 0,1,2,3...)
2n cE n nω= + =h  

改组过程中量子态的总数不变，而朗道能级的间隔是 cE ωΔ = h 。 

所以朗道能级的简并度 D(单位尺寸的二维自由电子气模型)应该是 

                     ( ) c c
mD g E ω ω
π

= =h
h

 

又通过简单推导可知 c eB mω = ，所以得 

                   
m eB eBD

mπ π
= =�

h h
 

 

例二： 

(97)四、半导体材料的价带基本上填满了电子(近满带)，价带电子能量表达式是 

34 2( ) 1.016 10 ( )E k k J−= − × ，其中能量零点取在价带顶。这时若 处的

电子被激发到更高的能带(导带)，而在该处产生一个空穴。试求出此空穴的有效

质量、波矢、准动量、共有化运动速度和能量。 

61 10k c −= × 1m

参考解答：本题主要考查同一位置空穴和电子的物理量的关系，同一位置它们的

有效质量和能量都符号相反，又由于近似动量守恒，它们的波矢也相反。 
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1) 先求空穴的有效质量 

            

2
2

02 0.6h e
d Em m
dk

∗ ∗= − = − =h m  

2) 空穴波矢 

          
6 11 10h ek k cm−= − = − ×  

3) 空穴的准动量为 

          
281.054 10 /h hp k J−= = − ×h �s cm  

4) 空穴速度可以通过准动量来求 

            
61.93 10 /h

h
h

kv c
m∗= = − ×
h m s

k

 

5) 电子能量为负，空穴能量为正 

              

34 2

22

1.016 10

1.016 10
h eE E

J

−

−

= − = ×

= ×

  注意这里在题中给的公式
34 2( ) 1.016 10 ( )E k −= − × k J 里 k 的单位应该

就是 。 1cm−
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第七章      金属电子论 
 

［考试指导］ 

本章的考试内容不难，大多是一些简单计算题，所以最重要的就是要把公式

记住，还要认真解题。另外为了计算数值，我们还需要记住一些常量的值．和单位．．。

需要记住的常量有： 

电 子 电 荷 ( 绝 对 值 ) ， 电 子 静 止 质 量 

，普朗克常数  

191.602 10e −= × C

kg319.11 10em −= × 341.055 10 J s−= ×h ⋅

J K ol

，玻尔兹曼常数 

，阿伏加德罗常数 。 231.38 10 /Bk −= × 23 16.02 10AN m −= ×

 

［基本知识点］ 

1． 金属自由电子气模型 

1) 模型的三个基本假设 

自由电子近似：忽略电子和原子核之间的相互作用。 

独立电子近似：忽略电子和电子之间的相互作用。 

弛豫时间近似，在讨论电子输运时引进的。 

2) 按照三维自由电子气来分析 

能态密度： 

                    

3
12
2

2 2

2( )     
2
V mN E E
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠h

 

0K 低温极限下费米能： 

              

2 22 2
0 2 3 3(3 ) (3 )

2 2F
NE n

m V m
π π= =

h h 2

3

 

费米球半径：    

  
2 1/(3 )Fk nπ=
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   由内能得到自由电子气的比热为： 

              

2 22
2 0 0

0( )
3 2

B
V B F

F

N kC k N E T T
E
ππ Tγ= = =

dE

 

   其中 为电子总数，由 求出，0N 0 0
( )FE

N N E= ∫ γ 称为电子比热系数，

和费米面上的态密度成比例。注意，这一结果只适用于自由电子气体。 

2． 电场中的自由电子 

1) 关于电子运动的一些方程 

金属电导率的表达式： 
2ne ne

m
τσ μ= =  

其中，μ 为电子迁移率，τ 为电子弛豫时间，也叫电子的平均自由时间。 

电子漂移速度 v
v
和电子迁移率μ 的关系式： v Eμ=  

平均自由程：      vλ τ=  

电流密度：        j E nevσ= =  

2) 霍耳效应 

其物理概念不难懂，对概念的理解可以参考教材二 P345。 

霍耳系数：     
1

HR
ne

= −  

 

［试题分析］ 

例一： 

(05)七、 

    1) 若把银看成具有球形费米面的单价金属，试计算费米能、费米温度和费

米球半径。 

2) 在室温和低温(20K)时电子的平均自由程。(银的密度为 ，原子

量为 107.87，电阻率：   (T=295K)；

310.5 /g cm

61.61 10 cm−× Ω ⋅ 60.038 10 cm−× Ω ⋅  (T=20K))  
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参考解答： 

1) 求 0K 低温极限下费米能有两种方法。 

解法一： 在 0K 的低温极限费米能级 应由下面关系式决定 FE

                                                ① 
0

( )FE
N N E= ∫ dE

其中，N(E)为近自由电子近似金属电子的能态密度，从前面可知 

                   

3
12
2

2 2

2( )     
2
V mN E E
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠h

 

将其代入①式可得 

                    

0
3

12
2

2 20

3
2

2 2

( )

2
2

2
3

F

F

E

E

F

N N E dE

V m E dE

mEV

π

π

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫ h

h

 

所以得                

22
2 3(3 )

2FE n
m

π=
h

 

其中 n N V=  为晶体中电子浓度。 

解法二：在 0K 的低温极限下，费米面是 k 空间中电子占据态与未占据态的分界

面。费米面内的占据区形成一个球，称为费米球，其半径 称为费米球半径。

费米能即 

Fk

                

2 2

2
F

F
kE
m

=
h

 

根据 k 空间中的态密度可以得到方程 

   
3 2

3

42     
8 3 F F
V k N k nπ π 1/ 3(3 )
π

× × = ⇒ =  
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所以，费米能级 

         

22 2 2
2 3(3 )

2 2
F

F
kE n
m m

π= =
h h

 

费米温度为    /F FT E k= B  ，其中 Bk 为玻尔兹曼常数。 

对于银有 

        

23
3 22

28 3

6.02 10 5.86 10
/ 107.87 /10.5

5.86 10

ANn cm
m

m
ρ

3cm− −

−

×
= = = ×

= ×
 

在计算过程中要准确记住一些常数例如 和 的值，经计算参考答案为 h Bk

  
19 4 10 18.82 10 ,  6.4 10 ,  1.2 10F F FE J T K k− −= × = × = × m−

2) 首先要明白平均自由程的物理意义，它与弛豫时间以及电子的平均漂移

速度相关，表示电子在连续两次碰撞之间所走的路程。可用λ表示平均自由程，

弛豫时间为τ ，另外根据题意这里要求的是费米面上电子的平均自由程，所以电

子的漂移速度为
F

F
kv
m

=
h

，显然有 Fvλ τ= 。 

根据公式       
2

2 2

ne m m
m ne n
τ σσ τ

e ρ
= ⇒ = =  

所以得        2 2
F F

F
mv kv
ne ne

λ τ
ρ ρ

= = =
h

  

所以，当 T=295K 时   
85.24 10 mλ −= ×

      当 T=20K 时    
62.2 10 mλ −= ×

 

例二： 

(04)四、在自由电子气模型中，假定传导电子可以近似地看作是自由电子气，其

中最重要的参数是电子数密度 n 及两次碰撞之间的时间τ (弛豫时间)。 

   1．试导出金属电导率的表达式：  
2 /ne mσ τ=

其中，e 为电子电荷，m 为电子质量。 
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   2．试估计铜中电子的弛豫时间τ (铜的电阻率为 61.7 10 cmρ −= × Ω• ，铜的原

子密度为 )。 22 38.5 10 cm−×

参考解答：本题有一定难度，考查的是电子动力学理论，关键要清楚弛豫时间的

物理意义，它是电子连续发生两次碰撞之间的时间，也表示由于碰撞作用系统回

到平衡分布的时间。此题相关内容可以参阅教材一 P14 页和教材二 P296~P300

页，我们在此也作简单推导。 

1． 设 t 时刻电子的平均动量为 ( )p t
uv

，经过 时间，电子受到碰撞的几率为dt

dt τ ，受到碰撞的电子恢复到平衡态后它们的动量无规则取向即平均动量为 0，

因此它们对于 t dt+ 时刻的平均动量无贡献；而电子没有受到碰撞的几率为

1 dt τ− ，只有这部分电子在外力作用下对平均动量有贡献，所以在 t 时刻电

子的平均动量为 

dt+

           ( ) 1 [ ( ) ( )dt ]p t dt p t F t dt
τ

⎛ ⎞+ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

uv uv uv
 

在一级近似下，上式中 ( ) ( )dt F t dtτ
uv

可以略去不计，所以展开化简得 

             ( ) ( ) ( ) ( ) dtp t dt p t F t dt p t
τ

+ − = −
uv uv uv uv

 

还可以化简为 

                         ( )d p pF t
dt τ

= −
uv u

uv
v

 

上式即称为自由电子在外场作用的动力学方程。引入电子的平均漂移速度 v，则

可知 ，将其代入上式中得 

v

p mv=
uv v

                  ( )d v vm F t m
dt τ

= −
v v

uv
                  ① 

恒定电场时，电子所受外力为F eE= −
uv uv

，且此时从整体上看由碰撞作用而产

生的阻力和外场力可以达到一个平衡状态，所以电子的平均漂移速度保持恒定，
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即 0dv
dt

=
v

，将其代入①式即得     

 
e Ev
m
τ

= −
uv

v
 

则此时在宏观上对应的电流密度为  

2neJ nev E
m
τ

= − =
uv v uv

  (其中 n为自由电子密度) 

再对照欧姆定律 J Eσ=
uv uv

，可知金属电导率为  

                          

2ne
m
τσ =  

2．由上式可得弛豫时间 

         

2 2

31

28 19 2 8

14

9.11 10
(8.5 10 ) (1.6 10 ) (1.7 10 )
2.46 10

m m
ne ne

s

s

στ
ρ

−

− −

−

= =

×
=

× × × × ×

= ×
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