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第一讲  极限 

核心考点概述 

1．定义与性质 

2．函数极限的计算 

3．数列极限的计算 

4．应用：无穷小比阶；连续与间断 

 

内容展开 

极限的定义与性质 

1．定义 

1）
0

lim ( )
x x

f x A


  0  ， 0  ，当 00 x x    时，恒有 ( )f x A   . 

（
0x x ， 0x x ， 0x x ， x ， x ， x  ） 

2） lim n
n

x a


  0  ， 0N  ，当n N 时，恒有 nx a   . 

考点有三： 

①极限运算的过程性    0x   

若
0

lim ( )
x

f x


，则 ( )f x 在 0x  中处处有定义； 

若 ( )f x 在 0x  中有无定义点，则
0

lim ( )
x

f x


不 . 

如
0

1
sin( cos )

lim
1

cos
x

x
x

x
x


 

 

 

 

 

②  ， N  的考法 

 

 

 

 

③取 ，证明 ( )f x ，
nx 的范围. 
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2．性质 

①唯一性     若 lim ( )
x

f x A


 ，则 A唯一. 

【例】已知

2

1
0

ln(1 )
lim( [ ])

ln(1 )

x

x
x

e
I k x

e



 



存在，求 I ， k . 

 

 

 

 

 

 

 

②局部有界性 

若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，则 0M  ， 0  ，使得当 00 x x    时， ( )f x M . 

 

 

 

【例】设
3

2

( 1)sin
( )

( 1)

x x
f x

x x





，讨论其在定义域上的有界性. 

 

 

 

 

 

 

 

③局部保号性 

若 lim ( ) 0
x

f x A


  （或），则在 x 中， ( ) 0f x  （或）.     脱帽 

推论：若 x 中， ( ) 0f x  （或），若 lim ( )
x

f x


，则 lim ( ) 0
x

f x


 （或）.    戴帽 

【例】设
0

0

2

0

( ) ( )
lim 1

( )x x

f x f x

x x


 


，则 ( )f x 在

0x x 处（  ） 

（A）取极大值      （B）取极小值      （C）不取极值      （D）不确定 
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函数极限的计算 

综述：（1）化简先行 

（2）判别类型（七种未定式） 

（3）使用工具（洛必达法则、泰勒公式） 

（4）注意事项 

【例】求下列极限 

（1）
20

1 cos cos 2 cos3
lim
x

x x x

x

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

（2）

2

1

1000
lim

x

x

e

x




 

 

 

 

 

 

 

（3）

1

2

1

2

[ ( 1) ]
lim

1
ln(1 )

x
t

x

t e t dt

x
x



 




 

 

 

 

 

 

 

（4）
1

lim ln ln(1 )
x

x x


   
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【注】重要公式：
0

lim ln 0
x

x x 


 （ 0  ， 0  ） 

（5）
2 1

lim[ 4 ln(2 ) 2ln 2 ]
x

x x x
x

     

 

 

 

 

 

 

 

（6）
2 sin

0
lim (2 tan ) x

x
x x


  

 

 

 

 

 

 

 

（7）
sinlim ( sin ) x

x
x x





   

 

 

 

 

 

 

 

 

（8）
2

lim
1

(1 )

x

x x

e

x





 

 

 

 

 

 

 

 

（9）若
2

2 20

( )
lim 1

sinx

x f x

x x


 ，求

2

2 20

sin ( )
lim

sinx

x f x

x x


. 
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数列极限的计算 

1．通项已知且易于连续化，用归结原则 

【例】求下列极限： 

（1）
2

1 1
lim(1 ) n

n n n
   

 

 

 

 

 

 

（2）

1

sinlim(1 2 3 )n n n n

n




   

 

 

 

 

 

 

 

2．通项已知但不易连续化，用夹逼准则 

【例】（Ⅰ）证明：当 0x  时， ln(1 )
1

x
x x

x
  


. 

（Ⅱ）设
2 2 2

1 2
(1 )(1 ) (1 )n

n
x

n n n
    ，求 lim n

n
x


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．对通项由递推公式给出的，用单调有界准则 
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【例】（Ⅰ）设
1

( ) lnf x x
x

  ，求 ( )f x 的最小值； 

（Ⅱ）设 nx 满足
1

1
ln 1n

n

x
x 

  ，证明 lim n
n

x


存在，并求此极限. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

极限的应用：无穷小比阶，判别连续与间断 

【例 1】设 2 3( )p x a bx cx dx    ，当 0x  时，若 ( ) tanp x x 是比
3x 高阶的无穷小

量，求 ( )p x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 2】若
2

ln(1 )

0

sinx x t
dt

t

 

 与
kcx 为等价无穷小量，求c ， k . 
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【例 3】
1

( )
( 1) ln

x
x

f x
x x x





的可去间断点有     个. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 4】设

2

2

( 4)
, 0,

sin
( )

( 1)
, 0

1

x x
x

x
f x

x x
x

x



 


 
 

 

 

求其间断点并判别类型. 

 

 


