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第一讲  极限 

核心考点概述 

1．定义与性质 

2．函数极限的计算 

3．数列极限的计算 

4．应用：无穷小比阶；连续与间断 

 

内容展开 

极限的定义与性质 

1．定义 

1）
0

lim ( )
x x

f x A


  0  ， 0  ，当 00 x x    时，恒有 ( )f x A   . 

（
0x x ， 0x x ， 0x x ， x ， x ， x  ） 

2） lim n
n

x a


  0  ， 0N  ，当n N 时，恒有 nx a   . 

考点有三： 

①极限运算的过程性    0x   

若
0

lim ( )
x

f x


，则 ( )f x 在 0x  中处处有定义； 

若 ( )f x 在 0x  中有无定义点，则
0

lim ( )
x

f x


不 . 

如
0

1
sin( cos )

lim
1

cos
x

x
x

x
x


 

 

 

 

 

②  ， N  的考法 

 

 

 

 

③取 ，证明 ( )f x ，
nx 的范围. 
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2．性质 

①唯一性     若 lim ( )
x

f x A


 ，则 A唯一. 

【例】已知

2

1
0

ln(1 )
lim( [ ])

ln(1 )

x

x
x

e
I k x

e



 



存在，求 I ， k . 

 

 

 

 

 

 

 

②局部有界性 

若
0

lim ( )
x x

f x A


 ，则 0M  ， 0  ，使得当 00 x x    时， ( )f x M . 

 

 

 

【例】设
3

2

( 1)sin
( )

( 1)

x x
f x

x x





，讨论其在定义域上的有界性. 

 

 

 

 

 

 

 

③局部保号性 

若 lim ( ) 0
x

f x A


  （或），则在 x 中， ( ) 0f x  （或）.     脱帽 

推论：若 x 中， ( ) 0f x  （或），若 lim ( )
x

f x


，则 lim ( ) 0
x

f x


 （或）.    戴帽 

【例】设
0

0

2

0

( ) ( )
lim 1

( )x x

f x f x

x x


 


，则 ( )f x 在

0x x 处（  ） 

（A）取极大值      （B）取极小值      （C）不取极值      （D）不确定 
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函数极限的计算 

综述：（1）化简先行 

（2）判别类型（七种未定式） 

（3）使用工具（洛必达法则、泰勒公式） 

（4）注意事项 

【例】求下列极限 

（1）
20

1 cos cos 2 cos3
lim
x

x x x

x

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

（2）

2

1

1000
lim

x

x

e

x




 

 

 

 

 

 

 

（3）

1

2

1

2

[ ( 1) ]
lim

1
ln(1 )

x
t

x

t e t dt

x
x



 




 

 

 

 

 

 

 

（4）
1

lim ln ln(1 )
x

x x


   
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【注】重要公式：
0

lim ln 0
x

x x 


 （ 0  ， 0  ） 

（5）
2 1

lim[ 4 ln(2 ) 2ln 2 ]
x

x x x
x

     

 

 

 

 

 

 

 

（6）
2 sin

0
lim (2 tan ) x

x
x x


  

 

 

 

 

 

 

 

（7）
sinlim ( sin ) x

x
x x





   

 

 

 

 

 

 

 

 

（8）
2

lim
1

(1 )

x

x x

e

x





 

 

 

 

 

 

 

 

（9）若
2

2 20

( )
lim 1

sinx

x f x

x x


 ，求

2

2 20

sin ( )
lim

sinx

x f x

x x


. 
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数列极限的计算 

1．通项已知且易于连续化，用归结原则 

【例】求下列极限： 

（1）
2

1 1
lim(1 ) n

n n n
   

 

 

 

 

 

 

（2）

1

sinlim(1 2 3 )n n n n

n




   

 

 

 

 

 

 

 

2．通项已知但不易连续化，用夹逼准则 

【例】（Ⅰ）证明：当 0x  时， ln(1 )
1

x
x x

x
  


. 

（Ⅱ）设
2 2 2

1 2
(1 )(1 ) (1 )n

n
x

n n n
    ，求 lim n

n
x


. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．对通项由递推公式给出的，用单调有界准则 
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【例】（Ⅰ）设
1

( ) lnf x x
x

  ，求 ( )f x 的最小值； 

（Ⅱ）设 nx 满足
1

1
ln 1n

n

x
x 

  ，证明 lim n
n

x


存在，并求此极限. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

极限的应用：无穷小比阶，判别连续与间断 

【例 1】设 2 3( )p x a bx cx dx    ，当 0x  时，若 ( ) tanp x x 是比
3x 高阶的无穷小

量，求 ( )p x . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 2】若
2

ln(1 )

0

sinx x t
dt

t

 

 与
kcx 为等价无穷小量，求c ， k . 
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【例 3】
1

( )
( 1) ln

x
x

f x
x x x





的可去间断点有     个. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 4】设

2

2

( 4)
, 0,

sin
( )

( 1)
, 0

1

x x
x

x
f x

x x
x

x



 


 
 

 

 

求其间断点并判别类型. 
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第二讲 一元函数微积分学 

核心考点概述 

1．概念 

2．计算 

3．应用 

4．证明 

 

一、概念 

综述：导数、微分、不定积分、定积分、变限积分、反常积分 

1．导数 

【注】 ( )f x 在
0x 点处可导 

 ( )f x 在
0x 点处导数存在 


0( )f x 存在 

命题角度： 

（1）具体型（易） 

（2）半抽象半具体型（中） 

（3）抽象型（难） 

【例 1】设

2 1
sin , 0,

( )

0, 0

x x
F x x

x




 
 

，求 ( )F x . 

 

 

 

 

 

 

【例 2】设 0  ， ( )f x 在[ , ]  上有定义， (0) 1f  ，且
20

ln(1 2 ) 2 ( )
lim 0
x

x xf x

x

 
 ，

证明： ( )f x 在 0x  处可导，并求 (0)f  . 
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【例 3】设 ( )f x 在 0x  处连续，且
0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
，能否推出 (0)f  存在？ 

 

 

 

 

 

【例 4】设 ( )f x 在 0x  处连续，且
0

(2 ) ( )
lim
x

f x f x

x


，能否推出 (0)f  存在？ 

 

 

 

 

 

 

 

【例 5】设 ( )f x 在 0x  处连续，且
0

( ) ( )
lim
x

f ax f x
b

x


 ， a ，b 为常数， 1a  ， 

证明： (0)
1

b
f

a
 


. 

 

 

 

 

 

 

 

2．微分    ( )y f x  

①
0 0( ) ( )y f x x f x         真实增量 

② A x                        线性增量 

③
0

lim 0
x

y A x

x 

  



( )y f x  在

0x 处可微 

故一点可导一点可微 

考点： ( )y A x o x      

0( )dy A x y x x Adx      

【例】设 ( )f u 可导， 2( )y f x ，当 x 在 1x   处取 0.1x   时， y 的线性主部为0.1，

则 (1)f             . 
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3．不定积分 

①定义： x I  ，都有 ( ) ( )F x f x  ，则称 ( )F x 是 ( )f x 在 I 上的一个原函数. 

( ) ( )f x dx F x C   

否则：
0x I  ，使得

0 0( ) ( )F x f x  ，则 ( )F x 不是 ( )f x 在 I 上的原函数. 

②原函数存在定理 

1）连续；2）跳跃；3）可去；4）无穷；5）振荡. 

1）连续函数必有原函数（考过证明） 

设 ( )f x 在 I 上连续，证明 ( ) ( )
x

a
F x f t dt  ( , )a x I 必可导，且 ( ) ( )F x f x  ， x I  . 

 

 

 

 

 

2）含跳跃间断点的函数在此区间必没有原函数. 

 

 

 

 

 

 

3）、4）同 2） 

5）只具体计算，不抽象证明 

【例 1】

2 1
sin , 0,

( )

0, 0

x x
F x x

x




 
 

 

【例 2】

1 1
sin , 0,

( )

0, 0

x
f x x x

x




 
 

是否有原函数？ 

4．定积分 
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【例】在[ 1,2] 上，判断以下函数是否存在原函数和定积分？ 

①

2, 0

( ) 1, 0

1, 0

x

f x x

x




 
 

 

② 2 2

1 2 1
2 sin cos , 0

( )

0, 0

x x
f x x x x

x


 

 
 

 

③

1
, 0

( )

0, 0

x
f x x

x




 
 

 

④

1 1
2 cos sin , 0

( )

0, 0

x x
f x x x

x


 

 
 

 

【注】① ( )f x 连续 ( ) ( )
x

a
F x f t dt  可导； ( )f x 可积 ( ) ( )

x

a
F x f t dt  连续. 

( ) ( )
x

a
F x f t dt   “天生”就连续！ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例】设函数  y f x 在区间 1,3 上的图形为： 

 

1 

( )f x

 

-2 
0 

2 3 x
 

-1 

O 
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则函数    
0

x

F x f t dt  的图形为（   ） 

（A）  （B）   

 

（C）  （D）  

②关于奇偶、周期、有界、单调 

（1）奇偶性 

1）若可导函数 ( )f x 是奇函数，则 ( )f x           . 

2）若可导函数 ( )f x 是偶函数，则 ( )f x           . 

3）若可积函数 ( )f x 是奇函数，则
0

( )
( )

( ) ( 0)

x

x

a

f t dt
F x

f t dt a




 
 





 

 

 

 

 

4）若可积函数 ( )f x 是偶函数，则
0

( )
( )

( ) ( 0)

x

x

a

f t dt
F x

f t dt a




 
 





 

 

 

 

( )F x  

0 
2 3 x

 

1 -2 

-1 

1 

( )F x  

0 
2 3 x

 

1 -1 

1 

( )F x  

0 
2 3 x

 

1 -2 

-1 

1 

( )F x  

0 
2 3 x

 

1 -2 

-1 

1 
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【例 1】设 ( )f x 是奇函数，除 0x  外处处连续， 0x  为其第一类间断点，则

0
( ) ( )

x

F x f t dt  是（    ） 

（A）连续的奇函数                （B）连续的偶函数 

（C） 0x  为间断点的奇函数       （D） 0x  为间断点的偶函数 

 

 

 

 

【例 2】设 ( )f x 是连续的奇函数， 0a  ，则下列函数中一定是 y 的偶函数的个数为      . 

①
0

( )
y x

a
dx f u du  ；②

0
( )

y x

a
dx f u du  ；③

2

0
( )

y x

a
dx x f u du  ；④ ( )

y x

a a
dx xf u du   

 

 

 

（2）周期性 

1）若可导函数 ( )f x 以T 为周期，则其导数 ( )f x 也是以T 为周期的. 

2）若可积函数 ( )f x 以T 为周期，则 ( ) ( )
x

a
F x f t dt  以T 为周期的充要条件是 

0
( ) 0

T

f x dx  . 

 

 

 

 

 

 

【定理】若可积函数 ( )f x 以T 为周期，则
0

( ) ( )
T a T

a
f x dx f x dx



  ， a . 

（3）有界性 

 

 

 

【例】设 ( )f x 在 (0, ) 内可导，则（  ） 

（A） ( )f x 在 ( , )X  内有界，则 ( )f x 在 ( , )X  内有界 

（B） ( )f x 在 ( , )X  内有界，则 ( )f x 在 ( , )X  内有界 

（C） ( )f x 在 (0, ) 内有界，则 ( )f x 在 (0, ) 内有界 
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（D） ( )f x 在 (0, ) 内有界，则 ( )f x 在 (0, ) 内有界 

 

 

 

 

 

 

③关于定积分的精确定义 

 

 

 

 

 

 

 

【例 1】
2 2 2 2 2

1 2 3
lim( )

1 4 9n

n n n n n

n n n n n

   
   

   
 

 

 

 

 

 

 

 

【例 2】求

1 2 11

2

0

lim( 1) sin
i in

n n n

n
i

b b b





  ， 1b  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

5．变限积分    ( )
x

a
f t dt ， ( )

b

x
f t dt ，

2

1

( )

( )
( )

x

x
f t dt



  

1）属于定积分 ( )
b

a
f x dx 范畴 

2）求导公式 

2

1

( )

2 2 1 1
( )

( ( ) ) [ ( )] ( ) [ ( )] ( )
x

x
f t dt f x x f x x




          
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【例】设 ( )f x 是连续函数，则
2 2

0
( ( ) )

x

xtf x t dt          . 

 

 

 

6．反常积分 

①定义  ( )
a

f x dx


  

        ( )
b

a
f x dx ， a 为瑕点 

②判别依据 

1

11

1
p

p
dx

x p

  


 


收敛

发散
 

1

0

11

1
p

p
dx

x p

 


 


收敛

发散
 

【例 1】设 0  ，讨论
1

0

ln x
dx

x 的敛散性. 

 

 

 

 

【例 2】设 0k  ，讨论
2 (ln )k

dx

x x



 的敛散性. 

 

 

 

 

 

 

二、计算 

1．求导 

综述：一般题——求导规则、符号写法 

      高阶题——泰勒公式、莱布尼兹公式 

【例 1】设

1
sin , 0, 0,

( )

0, 0

x x
f x x

x







 

 
 

，讨论 ， 满足何种关系时， ( )f x 在 0x 

处连续. 
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【例 2】设 ( )y f x 由 3 2 2 6 0y xy x y    确定，求 ( )f x 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 3】设 3 siny x x ，求 (6) (0)y . 

 

 

 

 

 

 

 

 

【例 4】设
1

2 3
y

x



，求 ( ) (0)ny . 

 

 

 

 

 

 

【例 5】设
2cos

1

nx
y x x

x
 


，求 ( ) ( 2)ny n  . 

 

 

 

 

 

 

 

2．求积分 
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综述：凑微分法、换元法、分部积分法、有理函数积分法 

【例 1】
2

2

ln( 1 )

1

x x
dx

x

 

  

 

 

 

 

 

 

【例 2】
2(2 1) 3 4 4

dx

x x x  
  

 

 

 

 

 

 

【例 3】
1

ln(1 )
x

I dx
x


  ( 0)x   

 

 

 

 

 

 

 

【例 4】
1

1

x

x

e
I dx

e




  

 

 

 

 

 

 

 

【例 5】
4 23 ( 1) 2

dx
I

x x x




 

  
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三、应用 

1．几何应用（主体） 

（1）导数（极值点、最值点、拐点、单调性、凹凸性、渐近线——性态） 

1
0 极值点与单调性 

1）判别极值的“一阶”充分条件 

①
0 0( , )x x x  ， ( ) 0f x  ；

0 0( , )x x x   ， ( ) 0f x     
0x 为极小值点； 

②
0 0( , )x x x  ， ( ) 0f x  ；

0 0( , )x x x   ， ( ) 0f x     
0x 为极大值点. 

【例】已知 ( )y y x 满足 2 2 1x y y y    ， (2) 0y  ，求 ( )y x 的极值. 

 

 

 

 

 

 

 

2）判别极值的“高阶”充分条件 

设 ( )f x 在
0x 处 n 阶可导，且

( 1)

0 0 0

( )

0

( ) ( ) ( ) 0,

( ) 0

n

n

f x f x f x

f x

     




 

当 n 为偶数时，若

( )

0 0

( )

0 0

( ) 0

( ) 0

n

n

f x x

f x x

  


 

极小值点

极大值点
 

【例】设 ( )y y x 满足 (4) cos3 5 xy y y e   ，其中 (2) (2) (2) (2) 0y y y y      ，讨

论 y 在 2x  的性态. 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
0 拐点与凹凸性 

1）判别拐点的“二阶”充分条件 

设 ( )f x 在
0x 点的左右邻域内 ( )f x 变号

0 0( , ( ))x f x 为曲线上的拐点. 

2）判别拐点的“更高阶”充分条件 
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    设 ( )f x 在
0x 处 n 阶可导，且

( 1)

0 0 0

( )

0

( ) ( ) ( ) 0,

( ) 0

n

n

f x f x f x

f x

     




 

当 n 为奇数时，
0 0( , ( ))x f x 为拐点. 

【例 1】 2 3 4( 1)( 2) ( 3) ( 4)y x x x x     的一个拐点为（  ） 

（A） (1,0)       （B） (2,0)       （C） (3,0)       （D） (4,0)  

 

 

 

 

 

【例 2】设 ( )f x 二阶可导， ( ) (0)(1 ) (1)g x f x f x   ，则在[0,1]上，（  ） 

（A） ( ) 0f x  时， ( ) ( )f x g x  

（B） ( ) 0f x  时， ( ) ( )f x g x  

（C） ( ) 0f x  时， ( ) ( )f x g x  

（D） ( ) 0f x  时， ( ) ( )f x g x  

 

 

 

 

 

 

 

 

3
0 渐近线——求解程序 

1）找 ( )y x 的无定义点或定义区间的端点
0x . 

若
0

lim ( )
x x

y x


 （或 0x x 、 0x x ），则
0x x 为铅直渐近线；反之亦反. 

2）若 lim ( ) ( )
x

y x A


  ，则 y A 为水平渐近线； 

若 lim ( )
x

y x


 ，则转向 3） 

3）若
( )

lim
x

y x
a

x
 ( , 0)  ， lim[ ( ) ] ( )

x
y x ax b


   ，则 y ax b  为斜渐近线. 
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【例】曲线
2 1

4 ln(2 )y x x
x

   的渐近线有      条. 

 

 

 

 

 

 

 

 

40 最值点 

1）在[ , ]a b 上， 

①令 ( ) 0f x 
0x 为驻点； 

② ( )f x 不存在
1x 不可导点； 

③端点 a ，b . 

0 1( ) ( ) ( ) ( )f x f x f a f b 、 、 、 ，比较大小 

,M m  

2）在 ( , )a b 上，①②同上， 

③ lim ( )
x a

f x


，
_

lim ( )
x b

f x


 

【例】求
2 2( ) sinxf x e x 的值域. 

 

 

 

 

 

 

 

（2）积分（测度） 

1
0 平面图形的面积 

①在直角坐标系下： 1 2( ) ( )
b

a
S y x y x dx   

②在极坐标系下：
2 2

1 2

1
( ) ( )

2
S r r d




     

2
0 旋转体的体积 

绕 x 轴旋转  
2 ( )

b

x
a

V f x dx   
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绕 y 轴旋转  2 ( )
b

y
a

V x f x d x   

30 平均值    
( )

b

a
y x dx

y
b a





 

40 弧长     
2 2( ) ( )ds dx dy   

①直角坐标系下，
21 [ ( )]

b

a
S f x dx   

②极坐标系下，
2 2[ ( )] [ ( )]S r r d




     

③参数方程下，
2

1

2 2[ ( )] [ ( )]
t

t
S t t dt    ，其中

( )

( )

x t

y t









 

50 旋转体的侧面积   
22 ( ) 1 [ ( )]

b

a
S f x f x dx    

注：40、50 均为数一、二考查内容，数三不要求 

【例】设曲线

1

2 sin
x

y e x


 在 0x  部分与 x 轴所围平面区域记为D，求D绕 x 轴旋转一

周所得旋转体体积V . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．物理应用（数一、二） 

综述：①
0

lim
x

y

x 




；②静水压力；③抽水做功；④质点引力 

【例】一椭圆形钢板正好垂直浸没于水（相对密度 1  ）中，其短轴垂直于水面，长轴长

和短轴长分别为2a，2b .求钢板一侧所受的静水压力. 
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2．经济应用（数三） 

综述：①边际；②弹性；③积分 

【例】设某产品的总成本函数为
21

( ) 100 3
2

C x x x   ，而需求函数为
100

p
x

 ， x 为产

量（假定等于需求量），p 为价格.求（Ⅰ）边际成本；（Ⅱ）边际收益；（Ⅲ）边际利润；（Ⅳ）

收益的价格弹性. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、逻辑（证明） 

中值定理“ ” 

不等式证明 

方程的根（等式证明） 

 

1．中值定理：研究对象的复杂化、区间的复杂化 

【例 1】设 ( )f x 在[ , ]( 0)a a a  上二阶导数连续， (0) 0f  . 

（Ⅰ）写出 ( )f x 的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式； 

（Ⅱ）证明：存在 [ , ]a a  ，使得
3

3 ( )
( )

a

a
f x dx

f
a

  


. 
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【例 2】设 ( )f x 在[0,1]上连续， (0,1) 内可导， (0) 0f  ， (1) 1f  . 

证明：存在不同的
1 ，

2 ，
3 (0,1)  ，使得

1 2 3( ) ( ) ( ) 3f f f       . 

 

 

 

 

 

 

 

 

2．方程根 

1）存在性：零点定理  ( ) ( ) 0 ( ) 0f a f b f     

2）唯一性： 

单调性  ( ) 0 ( )f x f x   ； ( ) 0 ( )f x f x    

罗尔原话：若 ( ) ( ) 0nf x  至多有 k 个根，则 ( 1) ( ) 0nf x  至多有 1k  个根. 

【例】证明
0

ln 1 cos 2 0xx e xdx


    有且仅有两个根. 

 

 

 

 

 

 

 

 

3．不等式 

【例 4】设 ( )f x 、 ( )g x 在[ , ]a b 上连续，且 ( )f x ，0 ( ) 1g x  . 

证明：（Ⅰ）0 ( )
x

a
g t dt x a   ， [ , ]x a b ； 

（Ⅱ）
( )

( ) ( ) ( )

b

a
a g t dt b

a a
f x dx f x g x dx


  . 
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